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I NTRODUCCION
L a  p r e s e n t e  m e m o r i a  a g r u p a  v a r i e s  t r a b a j o s  d e  i n v e s t i g a c I ô n  
q u e  h e  r e a l i z a d o ,  b a j o  l a  d i r e c c i ô n  d e  M i g u e l  d e  G u z m â n ,  e n  e l  
d e p a r t a m e n t o  d e  A n â l i s i s  M a t e r n â t  i c o  d e  l a  U n i v e r s i d a d  C o m p l u t e n s e .
L a  m e m o r i a  c o n s t a  d e  t r è s  b l o q u e s  b i e n  d i f e r e n c i a d o s . E l  p r i m e r  
b l o q u e  c o m p r e n d e  e I  c a p T t u l o  p r i m e r o  d e  l a  t e s i s ,  y  e s t â  d e d i c a d o  a 
l a  c o n f i r m a c i ô n  d e  u n a  c o n j e t u r a  g e o m é t r i c a  p l a n t e a d a  e n  1 9 8 2  p o r  
I . J .  S c h o e n b e r g  ( v e r  r é f .  [ S I ]  ) .  En r a s g o s  g é n é r a l e s ,  e I  p r o b l e m a  
e s  d e t e r m i n e r  s i  c i e r t a  c a d e n a  d e  p e n t â g o n o s  p i a n o s  c o n v e x o s  e n c a -  
J a d o s  s u c e s i v a m e n t e  y c u y a  c o n s t r u c c i ô n  e s t â  e n t e r a m e n t e  d e t e r m i n a -  
d a  p o r  e I  p r i m e r o  d e  e l l o s ,  t i e n e  i n t e r s e c c i ô n  r e d u c i d a  a u n  p u n t o .  
L o  n o t a b l e  d e  e s t e  p r o b l e m a ,  e s  q u e  a d m i t e  u n a  s o  I u c  i ô n  n a t u r a l  s i  
s e  p l a n t e a  e n  e I  p i a n o  p r o y e c t  i v o , y a  q u e  e n t o n c e s  p u e d e  c o n s t r u  i r -  
s e  u n a  c o l i n e a c i ô n  a s o c i a d a  a l  p e n t â g o n o  i n i c i a l ,  c u y a s  i t e r a c  i o n e s  
a p i  i c a n  I o s  v e r t i c e s  d e  c a d a  p e n t â g o n o  d e  l a  c a d e n a  e n  I o s  d e l  
s I g u I  e n t e . E l  e s t u d i o  d e  I a s  p r o p  i e d a d e s  i t e r a t i v a s  d e  l a  c o -  
I m e a c i ô n ,  b a s a d o  e n  l a s  f o r m a s  c a n ô n  i c a s  d e  J o r d a n  c o m p a t i b l e s  c o n  
l a s  c o n d i c i o n e s  g e o m é t r  i c a s  d e  I p r o b l e m a ,  c o n d u c e  a l a  c o n t e s t a c i ô n  
a f i r m a t i v a  a l a  c o n j e t u r a  d e  S c h o e n b e r g ,  o b e n i é n d o s e  t a m b i é n  c o n d i ­
c i o n e s  p a r a  l a  c o n s t r u c c i ô n  c o n  r é g l a  y c o m p a s  d e l  p u n t o  d e f i n i d o  
p o r  l a  c a d e n a  d e  p e n t â g o n o s .  H emo s  e n c o n t r a d o  u n  i n t e r e s a n t e  d e -  
s a r r o l l o  d e  e s t a  i d e a ,  q u e  n o  i n c l u i m o s  e n  e l  p r é s e n t e  t r a b a j o ,  
c o n s  i s t e n  t e  e n  e l  e s t u d i o  d e  l a s  i t e r a c  i o n e s  d e  u n a  a p l i c a c i ô n  
l i n e a l  p r o y e c t  i v a  e n  e l  e s p a c i o  p r o y e c t  i v o  c o m p l e j o  n - d i m e n s i o n a I  .
E l  s e g u n d o  b l o q u e  d e  l a  t e s i s ,  c o n s t  a d e  I o s  c a p î  t u  I o s  1 1 , 1 1 1  y I V .  
E s t â  d e d i c a d o  a l  e s t u d i o  d e  c i e r t o s  s i s t e m a s  d i n â m i c o s  n o  
c o n t î n u o s ,  q u e  h e m o s  d e n o m  i n a d o  i s o me  t  r  T a s  l o c a l e s  b i y e c t i v a s  —  
u t  i I i z a r e m o s  l a  a b r e v i a t u r a  i . l . b .  — . U n a  a p r o x i m a c i ô n  i n t u i t i v a  a 
d i c h o s  s i s t e m a s  e s  l a  s i g u i e n t e :  S u p o n g a m o s  q u e  t e n e m o s  u n  r o m p e c a -  
b e z a s  t a  I q u e  c o n  s u s  p i e z a s  p o d e m o s  f o r m a r  l a  m i s m a  f i g u r a  C d e  
d o s  m a n e r a s  d i f e r e n t e s .  E l  c a m b i o  d e  p o s i c i ô n  d e  I o s  p u n t o s  d e  C 
e n t r e  l a  p r i m e r a  y l a  s e g u n d a  f o r m a  d e  o b t e n e r  C c o n  l a s  p i e z a s  d e l
r o m p e c a b e z a s , d e f i n e  u n a  t r a n s f o r m a c i ô n  T ; C --------- ► C q u e  e s  p r e c i -
s a m e n t e  u n a  i s o m e t r î a  l o c a l  e n  e l  s e n t  i d o  d e  q u e  t o d o  p u n t o  d e  C 
e s t â  i n e  I u i d o  e n  u n a  p i e z a  d e  I r o m p e c a b e z a s  q u e  e s  t r a n s p o r t a d a  p o r  
T  d e  f o r m a  i s o m ê t r i c a .
Un c a s o  p a r t i c u l a r  d e  e s t e  t i p o  d e  t r a n s f o r m a c i o n e s  s o n  I o s  h o y  
I I a m a d o s  i n t e r c a m b  i o s  d e  i n t e r v a l o s ,  c u y o  p r i m e r  a n t e c e d e n t s  d e l  
q u e  t e n g a m o s  c o n s t a n c  i a e s  u n  t r a b a j o  d e  O s e  I e d e t z  e n  1 9 6 6  ( v e r
r é f .  [ 6 2 ] ) .  L o s  i n t e r c a m b  i o s  d e  i n t e r v a l o s  s o n  i s o m e t r î  a s  l o c a l e s  
e n  e l  i n t e r v a l ©  [ 0 , 1 ) ,  c u y a s  " p i e z a s "  s o n  i n t e r v a l o s  d e  l a  f o r m a  
[ a . b )  q u e  r e s u l t a n  t r a s I a d a d a s  p o r  e l  i n t e r c a m b i o  d e  i n t e r v a l o s ,  
s  i n p e r m i t i r s e  e l  c a m b i o  d e  o r d e n  d e n t r o  d e  c a d a  p i e z a .  L o s  i n t e r ­
c a m b  i o s  d e  i n t e r v a l o s ,  h a n  j u g a d o  u n  i m p o r t a n t e  p a p e l  e n  e l  a n â l i ­
s i s  d e  c i e r t o s  s i s t ë m a s  d i n â m i c o s .  Y a .  G . S i n a i  ( v e r  r é f .
[ S 2 )  ) ,  q u e  d e n o m i n a  p e r m u  t a c i o n e s  a e s t a s  t r a n s f o r m é e i o n e s ,  e x p i  i -
c a  a s r  s u  i m p o r t a n c i a ;
« M u c n o s  e s p a c i o s  m e d i b l e s  n a t u r e  l e s ,  s o n  i s o m o r f o s  c o mo  e s p a c i o s  
m e d t b l e s  a I i n t e r v a l ©  [ 0 , 1 ]  c o n  l a  m e d i d a  L e b e s g u e  u s u a l .  L a s  
t r a n s f o r m a c 1 o n e s  d e l  i n t e r v a l ©  q u e  p r e s e r v a n  l a  m e o i d a ,  v i e n e n
d a d a s  p o r  c i e r t a s  f u n e i o n e s  m e d i b l e s  f : [ 0 , I ] ----------^ [ 0 , 1 ] .  T a l e s
f u n e  I o n e s  p u e d e n  s e r  a p r o x i m a d a s  p o r  f u n e i o n e s  l i n e a l e s  a t r o z o s ,  
q u e  c o n d u c e n  a t r a n s f o r m a c i o n e s  d e l  t i p o  d e  l a s  p e r m u t a c i o n e s  ( a q u î  
u n a  i n c l i n a c i o n  - 1  c o r r e s p o n d e  a u n a  t r a s I a c i ô n  y r e f l e x i o n  p o r  
s i m e t r Ta d e l  i n t e r v a l ©  ) .  »
« De e s t a  f o r m a  l a  p e r m u t a c i o n e s  p u e d e n  s e r  u s a d a s  p a r a  a p r o x i m a r  
t r a n s f o r m a c I  o n e s  a r b i t r a r i a s  q u e  p r e s e r v a n  l a  m e d i d a  e n  e l  
i n t e r v a l © .  A d e m â s ,  I a s  m i s m a s  p e r m u t a c i o n e s  s e  p r e s e n t a n  e n  c i e r t o s  
e j e m p l o s  i n t e r e s a n t e s  d e  s i s t e m a s  d i n â m i c o s .  »
En 1 9 7 5 ,  M. K e a n e  e n c o n t r ô  c o n d i c i o n e s  s u f i c i e n t e s  p a r a  l a  m i n i m a -  
I I d a d  d e  I o s  i n t e r c a m b i o s  d e  i n t e r v a l o s  ( v e r  r e f .  [ K i ] ) , y  en
1 9 7 8 ,  j u n t o  a C.  Bo I d r i g n  i n i y F . M a r c h e t t i  { v e r  r e f .  [ K 2 ] ) ,  l a
p o s i b i l i d a d  d e  u s a r  I o s  i n t e r c a m b i o s  d e  i n t e r v a l o s  e n  e l  e s t u d i o  de  
b i l l  a r e s  p o l i g o n a l e s  d e  â n g u l o s  r a c  i o n a I  e s .
N u e v a s  a p l i c a c i o n e s  d e  I o s  i n t e r c a m b i o s  d e  i n t e r v a l o s  n a n  s i d o  
h a l l a d a s  e n  e l  e s t u d i o  d e  f l u j o s  d e  s u p e r f i c i e s  o r i e n t a b l e s  q u e  
p r e s e r v a n  e l  a r e a  ( v e r  r e f .  [ M l ]  ) .  O t r a  d i r e c c i ô n  en  l a  q u e  s e  na
e x t e n d i d o  e l  e s t u d i o  de  l o s  i n t e r c a m b i o s  d e  i n t e r v a l o s  e s  l a  d e t e r -
m i n a c i ô n  d e  l a s  p r o p i e d a d e s  d e  e r g o d i c i d a d  d e  l o s  m i s m o s ,  o b t e n i e n -
d o s e  q u e ,  e n  c i e r t o  e s p a c i o  d e  m e d i d a  c o n s t r u  i d o  p a r a  l o s  i n t e r c a m ­
b i o s  d e  i n t e r v a l o s ,  y b a j o  c i e r t a  r e s t r i c c i ô n  p a r a  l a  p e r m u t a c i ô n  
d e  I o s  i n t e r v a l o s ,  c a s i  t o d o s  e l l o s  s o n  ü n i c a m e n t e  e r g ô d i c o s .  
R e m i t i m o s  p a r a  e s t o s  r e s u  I t a d o s  a l a s  s i g u i e n  t e s  r e f e r e n c  i a s  b i -  
b l l o g r â f i c a s ;  [ S 2 ] , [ K l ] ,  [ K 3 ] , [ K 4 ] ,  [ K 5 ] , [ M 2 ] ,  [ V I ] .
H a s t a  d o n d e  s a b e m o s ,  l e s  i n t e r c a m b i o s  d e  i n t e r v a l o s  s o n  e l  û n i c o  
m o d e  I o  d e  i s o m e t r T  a l o c a l  q u e  h a y a  s i d o  e s t u d i a d o .  A l  p a r e c e r  no  
e x i s t e n  e s t u d i o s  d e  o t r o s  1 1 p o s  d e  i s o m e t r T  a s  l o c a l e s  en  l a  r e c t a  
n i  en  o t r o s  e s p a c i o s  mâs  g é n é r a l e s .
En e l  c a p T t u l o  I I  s e  a b o r d a  u n a  v e r s i ô n  u n i d i m e n s i o n a  I de  l a s
I . l . b .  Se r e a l  i z a  e l  e s t u d i o  t o m a n d o  p o r  d o m i n i o  d e  l a s  m i s m a s  un 
s u b c o n j u n t o  S d e  R c u a l q u i e r a  c o n  l a s  û n i c a s  c o n d i c i o n e s  d e  q u e  s e a  
I o c a I  m e n t e  c o n e x o  y a c o t a d o ,  c o n  p o s i b l e  e x i s t e n c i a  d e  p u n t o s  
a i s  I a d o s , y p u d i é n d o s e  i n v e r t i r  e l  o r d e n  d e  l a s  p i e z a s .  Se s u p o n e  
u n  n u m é r o  f i n i t o  d e  p u n t o s  d e  d i s c o n t i n u i d a d , y  q u e  c a d a  p u n t o  n o  
a I s  I a d o  s e  t r a n s p o r t a  p o r  l a  t r a n s f o r m a c i ô n  i s o m é t r i c a m e n t e  j u n t o  
c o n  t o d o  u n  i n t e r v a l ©  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o .  L o s  i n t e r c a m b i o s  d e  
i n t e r v a l o s ,  s o n  , d e s d e  I u e g o , u n  c a s o  p a r t i c u l a r  c o m p r e n d  i d o  e n  
e s t e  e s q u e m a  g e n e r a l .  C on  l a s  h i p ô t e s  i s  s e ô a l a d a s  , s e  o b t i e n e  l a  
p r e s e r v a c i ô n  d e  l a  m e d i d a  p o r  e s t a s  t r a n s f o r m a c i o n e s , y  s e  d e m u e s -  
t r a  q u e  , b a j o  u n a  h i p ô t e s  i s  a d i c i o n a l  d e  r e g u l a n d a d ,  e l  d o m m i o  
S p u e d e  s e r  d e s c o m p u e s t o  e n  u n a  p a r t e  q u e  a g r u p a  t o d o s  l o s  p u n t o s  
p e r  I ô d I  COS, c u y a  e s t r u c t u r a  e s  c o m p I  e t a m e n  t e  a n a l i z a d a ,  y o t r a  
p a r t e  q u e  n o  t  i e n e  n m g û n  p u n t o  p e r i ô d i c o ,  r e d u c  i ê n d o s e  e n t o n c e s  e l
e s t u d i o  d e  l a s  i . l . b .  a I c a s o  d e  I a s  a c f c l i c a s .  A c o n t i n u a c i ô n  s e  
a n a  I i z a n  l a s  d e  e s t e  t i p o ,  p r o b â n d o s e  q u e  en  s u  d o m i n i o  n o  p u e d e  
n a b e r  s m o  u n  n û m e r o  f i n i  t o  d e  c o m p o n e n  t e s  c o n e x a s  d e  d i â m e t r o  
p o s i t i v o .  Se c o n s i g u e  p r o b a r  q u e  e l  c o n  j u n t o  d e  p u n t o s  a i s  I a d o s  s e  
a p i  i c a  e n  s i  m i s m o ,  y d e  e s t a  f o r m a  s e  r e d u c e  e l  e s t u d i o  d e  l a s
i . l . b .  a l  c a s o  e n  q u e  e l  d o m m i o  c o n s t a  d e  u n  n u m é r o  f i n i t o  d e  
c o m p o n e n  t  e s  c o n e x a s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o .  E s t e  t i p o  d e  t r a n s f o r m a -  
c I  o n e s  r e c I  b e n  e l  n o m b r e  d e  r e o r d e n a c i o n e s  p o r  i n t e r v a l o s  —  en  
a b r e v  i a t u r a , r . i . —  .
P a r a  l a s  r . i .  a c T  c i  i c a s  s e  h a c e  u n  e s t u d i o  d e  l a s  p r o p  i e d a d e s  d e  
l a s  ô r b i t a s .  Se p r u e b a  e l  t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c i a , v e r s i o n  f u e r t e  
( p a r a  t o d o  p u n t o  ) d e  I t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c  i a d e  P o i n c a r é ,  b a j o  
c i e r t a  h i p ô t e s i s  d e  r e g u l a r i d a d  mâ s  d é b i l  q u e  e l  c r i  t e r  i o  s u f i c i e n -  
t e  p a r a  l a  c o n d i c i ô n  d e  m i n i  ma I i d a d  u s a d o  p o r  K e a n e  ( v e r  r e f .  
[ K l ] )  p a r a  o b t e n e r  l a  m i n i m a l i d a d  d e  l o s  i n t e r c a m b i o s  d e  i n t e r v a ­
l o s ,  y s e  c a r a c t e r i z a n , b a j o  l a  m i s m a  h i p ô t e s i s ,  I a s  a d b e r e n c  i a s  d e  
l a s  ô r b i t a s  d e  l o s  p u n t o s  —  q u e  c o i n e  i d e n  c o n  l o s  w - c o n j u n t o s  
—  c o mo  u n i o n e s  f i n i  t a s  d e  i n t e r v a l o s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o  ( t e o r e ­
ma d e  e s t r u c t u r a  ) .  C o n  u n a  h i p ô t e s i s  homo I o g a b I e  a l a  u t i  I i z a d a  
p o r  K e a n e  s e  c o n s i g u e  p r o b a r  q u e  l a  a d h e r e n c i a  d e  l a  ô r b i t a  d e  u n  
p u n t o  c o i n c i d e  c o n  l a  u n  i ô n  d e  t o d a s  l a s  c o m p o n e n  t e s  c o n e x a s  v i s  i -  
t a d a s  p o r  e l  p u n t o .  R é s u l t a  a s  T q u e  e s t a s  t r a n s f o r m a c i o n e s  p u e d e n  
d e s c o m p o n e r s e  e n  s u s  r e s t r i c c i o n e s  a un  n û m e r o  f i n i t o  d e  p a r t e s  d e l  
d o m i n i o  e n  l a s  q u e  s e  c o m p o r t  a n  co mo  r . i .  m i n i m a l e s  ( t e o r e m a  d e  
m i n i  ma I ■d a d  ) .
F i n a l  m e n t e  e n  e l  u l t i m o  a p a r t a d o  d e l  c a p î t u l o ,  s e  e x t i e n d e n  e s t o s  
r e s u  I t a d o s  a u n  t i p o  d e  t r a n s f o r m a c i o n e s , q u e  s o n  l a s  q u e  s e  
s u e  I e n  p r e s e n t e r  e n  l a  p r â c t i c a ,  e n  l a s  q u e  s ô l o  s e  e x i g e  
I n y e c t I V  i d a d  e n  e l  c o m p I e m e n t a r i o  d e  un  n û m e r o  f i n i t o  d e  p u n t o s ,  
p a r a  l o s  q u e  t a m p o c o  s e  e x i g e  c o n t i n u i d a d  l a t e r a l .  Se p r u e b a  q u e  
l a  d I n â m I c a  d e  e s t a s  t r a n s f o r m a c i o n e s  e s t â  s u b o r d i n a d a  a l a  d e  
C i e r t a  r . i . , y s e  c o n c l u y e  e l  c a p T t u l o  o b t e n i é n d o s e  v e r s  i o n e s  d e l  
• t e o r e m a  d e  e s t r u c t u r a  y r e c u r r e n c i a  p a r a  e l  c a s o  d e  r . i .  a c  T c I  i c a s  
en  I a s  q u e  n o  s e  h a c e  n i n g u n a  h i p ô t e s i s  d e  r e g u l a r i d a d .
E l  f r u  t o  d e  e s t e  e s t u d i o ,  e s  l a  o b t e n c i ô n  d e  u n  a p a r a t o  
• e s p e c I  a I m e n t e  û t i l  p a r a  s u  a p l i c a c i ô n  a c i e r t o s  s i s t e m a s  d i n â m i c o s .  
En e l  c a p T t u l o  I I I ,  s e  m u e s t r a  co mo  s o n  l a s  r e o r d e n a c i o n e s  p o r  
i n t e r v a l o s  l a s  t r a n s f o r m a c i o n e s  q u e  s e  p r e s e n t a n  d e  f o r m a  n a t u r a l  
en  e l  p r o b l e m a  d e  l o s  b i l l  a r e s  p o l i g o n a l e s  d e  â n g u l o s  r a c i o n a I  e s . 
L o s  i n t e r c a m b i o s  d e  i n t e r v a l o s  n o  s o n  a p l i c a b l e s  d i r e c t  amen t e , a 
c a u s a  de  q u e  n o  p u e d e  g a r a n t i z a r s e  l a  p r e s e r v a c i ô n  d e  I o r d e n  a 
t r o z o s .  T a m b i é n  p a r e c e n  l a s  r . i .  e l  a p a r a t o  a d e c u a d o  p a r a  e l  e s ­
t u d i o  d e  l o s  c I t a d o s  b i l l  a r e s , e n  e l  c a s o  d e  q u e  e x i s t a n  o b s t â c u I  o s  
p o l i g o n a l e s .  R e s p e c t ©  a l a  a p l i c a c i ô n  p l a n t e a d a  p o r  Y a .  G.  S i n a  T , 
q u e d a  p a t e n t e  l a  n e c e s i d a d  d e  c o n t e m p l e r  p e r m u t a c i o n e s  e n  l a s  q u e  
l o s  i n t e r v a l o s  s e  t r a n s f o r m e r  i n v i r t i e n d o  s u  o r d e n  ( I I a m a m o s  e n  
n u e s t r o  e s t u d i o  a e s t e  t i p o  d e  r . i .  n o  o r i e n t a b l e s  ) .
E l  c a p T t u l o  I I I  d e s a r r o l l a  u n  c a m o o  d e  a p l i c a c i o n e s  d e  l a s
t r a n s f o r m a c I  o n e s  e s t u d i a d a s  e n  e l  c a p T t u l o  i l  L o s  b i l l  a r e s
p o l i g o n a l e s  r a c i o n a l e s .  E s t e  p r o b l e m a  d i n â m i c o  n a  s i d o  b a s t a n t e  
e s t u d i a d o .  L a s  a p o r t a c i o n e s  d e  n u e s t r o  t r a b a j o ,  d e t a l i a d a s  a
c o n t i n u a c i ô n ,  c o n s i s  t e n  e n  l a  s o  I u c  i ô n  d e  c i e r t o s  c a s o s  s i n g u l a r e s  
q u e  q u e d a b a n  p o r  r e s o l v e r .  y q u e  c o m p l e t a n  e l  e s t u d i o  d e l  p r o b l e m a
d e  e s t r u c t u r a  d e  l a s  ô r b i t a s  T a m b i é n  a p o r t a m o s  c i e r t o s  r e s u  I t  a d o s  
r e I  a t  I v o s  a l a  c a r a c t e r i z a c i ô n  d e  ô r b i t a s  p e r  i ô d i c a s .
L a  d i n â m I c a  d e  l o s  b i l l  a r e s  p o l i g o n a l e s  r a c i o n a I  e s  p u e d e  e s t u d i a r s e  
a t r a v é s  d e  c i e r t a  r e o r d e n a c i ô n  p o r  i n t e r v a l o s .  En 1 9 8 6  ( v e r  r e f  
[ K 5 ]  ) S t e v e n  K e r c k h o f f , H o w a r d  M a s u r  y J o h n  S m i l l i e  e s t a b I e c i e r o n
l a  e r g o d i c i d a d  d e l  s i s t e m a  s a  I v o  p a r a  u n  c o n  j  u n t o  de  o r i e n t a c i o n e s  
i n i c i a l e s  d e  m e d i d a  n u l a  U t i  I i z a n d o  e l  a p a r a t o  d e  i n t e r c a m b  i o d e  
i n t e r v a l o s ,  M . K e a n e , C a r l o  B o l d r i g h i m  y F e d e r i c o  M a r c h e t t i  h a b T a n  
c o n s e g u i d o  e n  1 9 7 8  ( v e r  r e f  [ K 2 ]  ) e s t a b i e c e r  q u e  p a r a  l a s  o r i e n -
t a c  i o n e s  i n i c i a l e s  g e n é r i c  a s , t o d a s  l a s  ô r b i t a s  s o n  d e n s a s  e n  l a  
m e s a  d e  b i l l a r ,  y c a r a c t e r i z a r o n  l a  f a m i  l i a d e  o r i e n  t a c i o n e s  s i n ­
g u l a r e s  c o m o  u n a  f a m i I i a  n u m e r a b l e ,  en  e l  c a s o  d e  b i l l a r e s  p o l  i g o -  
n a l e s  r a c  i o n a l e s  d e  b o r d e  c o n e x o .  En e l  a p a r t a d o  3 . 6  m o s t r a m o s ,  
s  I g u I e n d o  e l  m é t o d o  d e  K e a n e ,  q u e  n o  o b s t a n t e  l a  v a l i d e z  d e  e s t o s  
r e s u  I t  a d o s , p a r a  s u  c o r r e c t a  o b t e n c i ô n  s e  p r é c i s a  l a  u t  i I i z a c i ô n  
d e  I a p a r a t o  d e  r e o r d e n a c i o n e s  p o r  i n t e r v a l o s  n o  o r i e n t a b l e s  ( v e r
3 . 6 . 2  ) .
P o r  o t r a  p a r t e ,  l a  f am i I i a d e  o r i e n t a c i o n e s  s i n g u l a r e s ,  a u n q u e  
n u m e r a b l e ,  e s  d e n s a  e n  [ 0 , 2 n ) ,  c o m o  p r o b a m o s  e n  3 . 6 . 4  y e l  t r a b a j o  
d e  K e a n e  d e  j  a b a  a b i e r ' t a  l a  c u e s t i ô n  de  l a  c a r a c t e r  i z a c  i ô n  d e  l a  
e s t r u c t u r a  d e  l a s  ô r b i t a s  en  c a s o  d e  l a s  o r i e n  t a c i o n e s  s i n g u l a r e s .  
De h e c h o ,  e n  i 9 8 4  ( v e r  r e f .  [ G 1 ] ) ,  G a I ' p e r i n  na  e n c o n t r a d o
e j e m p l o s  c o n c r e t o s  d e  ô r b i t a s  n o  d e n s a s  y n o  p e r  i ô d i c  a s  e n  b i l  l a r e s  
p o l i g o n a l e s  r a c i o n a l e s .  En e l  a p a r t a d o  3 . 6  c a r a c t e r i z a m o s  l a s  
ô r b i t a s  c o r r e s p o n d  I e n t e s  a o r i e n t a c i o n e s  s i n g u l a r e s .
E l  c a s o  d e  b i l l  a r e s  r a c i o n a l e s  c o n  b o r d e  n o  c o n e x o  —  b i l l  a r e s  c o n  
o b s t â c u I  o s  — , n o  a b o r d a b l e  m e d i a n t e  i n t e r c a m b i o s  de  i n t e r v a l o s ,  
t a m b i é n  e s  t r a t  a d o  e n  e l  a p a r t a d o  3 . 6  p o r  e l  m é t o d o  d e  K e a n e  o b t e -  
n I e n d o  , g r a c i a s  a l o  p r o b a d o  s o b r e  i s o m e t r T  a s  l o c a l e s  e n  e l  a n t e ­
r i o r  c a p T t u l o ,  l a  p o s I b I  l i d a d  d e  e x t e n d e r  a e s t e  t i p o  d e  b i  I l a r e s  
l o s  r e s u  I t a d o s  o b t e n i d o s  en  e l  t r a b a j o  d e  K e a n e  p a r a  l o s  b i l l  a r e s  
r a c I o n a I  e s  c o n  b o r d e  c o n e x o :  M i s m a  c a r a c t e r i z a c i ô n  d e  o r i e n t a -
c I  o n e s  s i n g u l a r e s  y d e n s i d a d  d e  l a  ô r b i t a s  e n  l a  m e s a ,  en  e l  c a s o  
d e  o r t e n t a c i o n e s  g e n é r i c  a s . E l  r e s u  I t  a d o  g e n e r a l  p a r a  c u a l q u i e r  
ô r b i t a  en  u n  b i l l a r  p o l i g o n a i  r a c i o n a I  d e  b o r d e  c o n e x o  o n o ,  e s  l a  
d e n s i d a d  d e  l a  ô r b i t a  e n  u n a  r e g i ô n  d e  l a  m e s a  c o m p u e s t a  p o r  u n  
n û m e r o  f i n i t o  d e  b a n d a s ,  q u e  s o n  t o d a s  d e  a n c h u r a  p o s i t i v a ,  o t o d a s  
r e d u c  i d a s  a s e g m e n t e s ,  e n  c a s o  d e  ô r b i t a s  p e r i ô d  i c a s . H a s t a  d o n d e  
s a b e m o s ,  p a r a  e s t e  t i p o  d e  b i l l  a r e s  e l  û n i c o  r e s u  I t a d o  c o n o c i d o  e r a  
e l  m è n e i o n a d o  d e  S t e v e n  K e r c K h o f f ,  q u e  s i g n i f i c a  l a  e r g o d i c i d a d  , y 
c o n s e c u e n t e m e n t e , l a  d e n s i d a d  d e  l a s  ô r b i t a s ,  s a  I v o  p a r a  un c o n -  
j u n t o  d e  o r i e n t a c i o n e s  s i n g u I  a r e s  d e  m e d i d a  n u  I a . p e r o  d e j a b a  s i n  
a b o r d a r  l a  c a r a c t e r i z a c i ô n  d e  e s t a s  û l t i m a s ,  y l a  e s t r u c t u r a  d e  
l a s  ô r b i t a s  q u e  a e l l a s  c o r r e s p o n d e n .
En o t r o  o r d e n  d e  p r o o i e m a s  r e l e o t o n a o o s  c on  b i l l  a r e s  p o l i g o n a l e s  
r a c i o n a l e s  t r a t a m o s  t a m b i é n  e n  e s t e  c a p T t u l o  a l g u n a s  e u e s  1 1 o n e s  
r e l a t i v e s  a l a s  ô r o i t a s  p e r i é d i c a s .  En l o s  b i l l  a r e s  p o l i g o n a l e s  
r a c i o n a l e s ,  j u e g a  un d e s t a c a d o  p a p e l  e l  g r u p o  R g e n e r a d o  p o r  I a s  
s I me t r  T a s  c u y o s  e j e s  s o n  l o s  I a d o s  d e l  p o l T g o n o  . En e l  a p a r t a d o  
3 . 5  e s  t a b  I e c e m o s  u n e  c o n d i c i é n  n e c e s a r i a  p a r a  q u e  u n a  ô r b i t a  s e a  
p e r  I 6 d I c a , m o s t r a n d o s e  l a  c o n e * i e n  e n t r e  ô r b i t a s  p e r i ô d i c a s  y e l  
s u b g r u p o  T d e  t r a s I a c i o n e s  d e l  g r u p o  R.  F o r m u I a m o s  u n a  c o n j e t u r a  
s o b r e  l a  c o n d i C i ô n  s u f i c i e n t e  p a r a  1 a p e r i o d i c i d a d  d e  l a s  ô r o i t a s ,  
q u e  n o s  ha  p e r m i t i d o  e n c o n t r a r  ô r b i t a s  p e r i ô d i c a s  d e  h a s t a  v a r i o s  
m i l e s  d e  r e b o t e s  m e d i a n t e  c o m p u t a d o r .  En e l  a n e x o  a e s t e  c a p T t u l o  
s e  m u e s t r a n  a l g u n o s  e j e m p l o s .  En e l  a p a r t a d o  3 . 4  s e  p r u e b a  q u e  e l  
s u b g r u p o  T  de  t r a s  I a c  i o n e s  e s t a  c o n t e m d o  e n  c i e r t o  g r u p o  a b e  I i a n o  
1 1 b r e  g e n e r a d o  p o r  u n a  c o l e c c i ô n  de  v e c t o r e s  1 i b r e s  ( c o n s i d é r â m e s  
aquT SOI  amen t e  e l  c a s o  d e  b i l l a r e s  p o l i g o n a l e s  r a c i o n a l e s  d e  b o r d e  
c o n e x o  ) ,  y s e  e s t u d i a n  v a r i o s  t  « p o s  d e  m e s a s  e n  q u e  e s t e  g r u p o  e s  
e s p e c  1 a I e m e n t e  s e n c i M o ,  i s o m o r f o  c o n c r e t  amen t e  a l  g r u p o  a o e  I ■ a n o  
I 1b r e  g e n e r a d o  p o r  l a s  r a i c e s  p - é s i m a s  d e  l a  u n i d a d  p a r a  v a l  o r e s  d e  
p q u e  d e p e n d e n  de  l a  m e s a .
F i n a l  men t e , en e l  a p a r t a d o  3 . 3  s e  m u e s t r a  o t r o  b o n i t o  e n f o q u e  d e  I 
p r o b l e m a  d e  l o s  b i l l  a r e s  p o l i g o n a I  e s  r a c i o n a l e s  d e b i d o  a a . n .  
Z e m l y a k o v  y A . 8 . K a t o v  , q u e  p o n e  de  r e l i e v e  l a  r e l a c i ô n  e x i s t e n t e  
e n t r e  e s t e  p r o b l e m a  y e l  e s t u d i o  de  f i u j o s  g e o d é s i c o s  e n  s u p e r f i ­
c i e s .
El  b l o q u e  d e s t i n a d o  a i s o m e t r  T a s  l o c a l e s ,  f i n a l  i z  a c o n  e l  c a p T t u l o
IV q u e  e s t â  d e s t i n a d o  a l  e s t u d i o  de  c i e r t a s  v e r s i o n e s  d e  i . l . b .  en
e l  p i a n o .  Se  i n t o d u c e  u n a  d e f i n i c i ô n  d e  i . l . b .  en R^ b a s a d a  e n  e l  
e j e m p l o  n a t u r a l  q u e  n o s  b r i n d a n  l o s  b« l i a r e s  p o l i é d n c o s  
r a c i o n a l e s .  P a r a  e s t e  t i p o  d e  t r a n s f o r m a c i o n e s , n o  t e n e m o s  
c o n s t  a n c I  a de  l a  e x i s t e n c i a  d e  n i n g û n  e s t u d i o  h a s t a  l a  f e c h a .
Se c o m i e n z a  t r a t a d o  d o s  c a s o s  p a r t i  c u l  a r e s  d e  i . l . b .  e n  R^ q u e
p u e d e n  s e r  r e d u c i d o s  a f l u j O S  g e o d é s i c o s  e n  un t o r o .  Se  o f r e c e n
a l g u n o s  r e s u  I t a d o s  g e n e r a t e s  p a r a  4 a s  i . l . b .  e n  R ^ ,  d e d u c i b i e s  d e  
l a  d e f i h i c i ô n .  C o n c r e t a m e n t e  s e  o b t i e n e  ( a  r e c u r r e n c i a  d e I  s i s t e m a ,  
a p I I c a n d o  e l  t e o r e m a  d e  P o i n c a r é ,  y  s e  p r u e b a  q u e  s i  n o  e x i s t e n  
p u n t o s  p e r l ô d i COS,  l a s  ô r b i t a s  d e  l o s  p u n t o s  s o n  d e n s a s  e n  
c T r c u l o s ,  o b i e n  s e  a p r o x i man t a n t o  como s e  q u i e r a  a l o s  p u n t o s  de  
d 1s c o n t I n u i d a d  d e  l a  t r a n s f o r m a c i é n .  u n  p a p e l  i m p o r t a n t e  e n  e s t e  
e s t u d i o  j u e g a  e l  g r u p o  d e  t r a n s f o r m a c  i o n e s  g e n e r a d o  p o r  i a s  
I s o m e t r T a s  q u e  c o i n c i d e n  c o n  l a s  r e s t r i  c e i o n e s  d e  t a  i . l . b .  a l a s  
c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s  ( l a s  " p i e z a s '  d e l  r o m p e c a b e z a s  ) .  S i  e n  
d i c h o  g r u p o  -no h a y  r o t a c i  o n e s  i r r a c  i on aT  e s , e n t o n c e s  s i  l a  i . l . b ,  
e s  a c T c i i c a ,  t o d a s  l a s  t r a y e c t o n  a s  p a s a n  a r b i t r a r i a m e n t e  c e r c a  d e  
l o s  p u n t o s  d e  d l  s c o n t m u i b a d  d e  l a  i . l . b .  E s t a  r e s u  I t a d o  s e  a p i  i c a  
a l  l o s  b i l l a r e s  p o l i é d r l c o s  r a c i o n a l e s ,  p r o b â n d o s e  q u e ,  s a I v o  p a r a  
un c o n j u n t o  n u m e r a b l e  d e  o r i e n t a c « o n e s ,  t o d a s  l a s  t r a y e c t o r i a s  s e  
a p r o x  i ma n a r b i  t r a r  i a m e r r t e  a  l a s  a r « s t a s  d e l  p o l  i e d r o .
No hemos  c o n s e g u i d o ,  s « n  e m b a r g o *  o b t e n e r  r e s u I t a d o s  h o m o l o g a b i e s  
a l  c a s o  u n i  d i m e n s i o n a l  e n  l o  r e l a t i v e  a l  p r o b l e m a  d e  l a  m i n i m a l  i d a d
d e  I SI  s t e r n a ,  
c o n s  t  r u i r  un  
p e r  I ô d I c a s  n i  
h o m ô I e g o  a I 
u n  I d I  m e n s i o n a I  .
De n e c . n o ,  
e J emp I o cJe
e l  f l u j o  r a c i o n a l  e n  u n  l o r o ,  p e r r m t e
I . l . b .  en  q u e  l a s  ô r b i t a s  n o  s o n  n i  
d e n s a s  e n  u n a  r e g i o n  d e  R ^ ,  q u e  s e r  T a e l  r e s u l t a d o  
t e o r e m a  d e  e s t r u c t u r a  p r o b a d o  p a r a  e l  c a s o
E l  e s t u d i o  p r o s i g u e  c e n t r a n d o s e  e n  c i e r t o s  t i p o s  s e n c i l l o s  d e
I . l . b .  en  R ^ , p a r t i c u I a r m e n t e  p r o d u c t o s  c a r t e s i a n o s  d e  r e o r d e ­
n a c  i o n e s  p o r  i n t e r v a l o s ,  y p r o d u c t o s  c a r t e s i a n o s  m i x t o s .  Memos 
c o n s e g u i d o  c l a s i f i c a r  c o m p  I e t a m e n t e  u n  t i p o  p a r t i c u l a r  d e  e s t o s  
û l t i m o s ,  q u e  c o n s t i t u y e n  un  s i s t e r n a  d i n â m i c o  é q u i v a l e n t e  a l  d e  l o s  
a u t o m o r f i s m o s  d e l  t o r o  q u e  s e  o b t i e n e n  a I p a r t i r  e l  t o r o  e n  un  
n û m e r o  f i n i t o  d e  r o d a  j  a s  p o r  p i a n o s  p e r p e n d i c u I  a r e s  a s u  e j e  , y 
r e c o s n s t r u i r I o  d e s p u e s  s i t u a n d o  a r b i t r a r i a m e n t e  e s t a s  p i e z a s .  T a m -  
b i ê n  s e  a n a l i z a  e l  c a s o  d e  p r o d u c t o  c a r t e s i a n o  d e  r . i . e n  q u e
a l g u n o  d e  l o s  f a c t o r e s  s o n  p e r i ô d i c o s .
E l  e s t u d i o  d e  i . l . b .  e n  r 2 c o n c l u y e  b u s c a n d o  c o n d i c i o n e s  p a r a  
l a  m i n i m a l i d a d  ( m â s  e x a c t a m e n t e  l a  c a s i  m i n i m a l i d a d  ) d e l  p r o d u c t o  
c a r  t e s  I a n o  d e  r e o r d e n a c i o n e s  p o r  i n t e r v a l o s .  E n c o n t r a m o s  u n a  c o n d i -  
c I ô n  i n t e r m e d i a  e n t r e  l a  p r o p i e d a d  m e z c I  a d o r a  y e r g ô d i c a ,  q u e  
I I a m a m o s  s e m i m e z c I  a d o r a . Se a n a l  i z a  e l  c a s o  p a r t i c u l a r  f  x f ,  d o n d e  
f  e s  u n a  r e o r d e n a c i ô n  p o r  i n t e r v a l o s  m i n i m a l ,  q u e  p r é s e n t a  e l  
i n t e r é s  d e  q u e  s i  f  x f  n o  e s  c a s i  m i n i m a l ,  e n t o n c e s  f  n o  p u e d e  s e r
s e m I m e z c ! a d o r a  n i  p o r  t a n t o  m e z c l a d o r a .  Se  e n c u e n t r a  p a r a  e s t e  c a s o
u n  c o n J  un  t o  d e n s o  en  e l  d o m i n i o ,  p e r o  d e  m e d i d a  n u  I a , t a l  q u e  l o s  
w - c o n j u n t o s  d e  s u s  p u n t o s  n o  c u b r e n  t o d o  e l  d o m i n i o  ( d e  h e c h o  
t I e n e n  m e d i d a  n u  I a ) ,  y s e  u t i l i z a  e s t a  i d e a  p a r a  l a  o b t e n c i ô n  p o r  
c o mp  u t  a d o r a  d e  g r â f  i c o s  d e  l a  r . i  f * ^ ,  s i e n d o  k  un  n û m e r o  n a ­
t u r a l  e I e V a d o  ( v e r  a n e x o  a l  c a p T t u l o  ) .  E l  e s t u d i o  d e  l a  i . l . b .  d e  
t i p o  f  X f  p r é s e n t a  e l  i n t e r é s  d e  t e n e r  c o n s e c u e n c i a s  en  e l  e s t u d i o  
d e  b I  I l a r e s  p o l i g o n a l e s  r a c i o n a l e s  c o n  d o s  b o l a s , a u n q u e  e s t a s  n o  
s o n  d e s a r r o l l a d a s  e n  n u e s t r o  t r a b a j o .
E l  c a p î t u l o  I V  f i n a l  i z a  c o n  u n a  i n d i c a c i ô n  d e  I a p a r a t o  m a t e m â t i c o  
n e c e s a r I o  a d e s a r r o l l a r  p a r a  e l  e s t u d i o  d e  b i l l  a r e s  p o l i g o n a l e s  d e  
â n g u l o s  n o  r a c i o n a l e s .  Se p r u e b a ,  u s a n d o  u n a  i d e a  q u e  B i r k h o f f  
u 1 1  I I z ô  p a r a  b i  I l a r e s  d e  b o r d e  d i f e r e n c i a b I e  ( v e r  r e f .  [ B i ]  ) , q u e  
p u e d e  c o n s t r u i r s e  p a r a  b i l l  a r e s  de  e s t e  t i p o  un  e s p a c i o  d e  f a s e s  en  
q u e  e l  p r o b l e m a  s e  r e d u c e  a un  a u t o m o r f  i smo d i f e r e n c i a b I e  p o r  
p i e z a s ,  q u e  a u n q u e  n o  p r é s e r v a  l a s  d i s t a n c i a s  s i  l o  h a c e  c o n  e l  
â r e a ,  c o I o c â n d o s e  a s  T e l  p r o b l e m a  d e  e s t e  t i p o  d e  b i l  l a r e s  e n  u n a  
p r e s p e c t i v a  d e  d é s a r r o i l o  d e  t é c n i c a s  s i m i l a r e s  a l a s  d e  l a s  i s o m e -  
t r T d S  l o c a l e s .  Con  e s  t  o f i n a l  i z  a e l  c a p T t u l o ,  y e l  b l o q u e  d e  l a  
t e s  I s d e d i c a d o  a i so me  t r  Ta s  l o c a l e s .
E l  t e r c e r  b l o q u e  d e  e s t e  t r a b a j o ,  c o m p r e n d e  e l  c a p T t u l o  V,  d e d i c a d o  
a l  e s t u d i o  d e  c i e r t o  t i p o  d e  a I g o r i t m o s  q u e  p e r m i t e n  l a  
c o n s t r u c c i ô n  d e  c o n j u n t o s  f r a c t a l e s .  En u n a  i . l . b ,  l a s  ô r b i t a s  de  
l o s  e I e m e n t o s  t i e n e n  l a  p r o p i e d a d  d e  q u e  l o s  e n t o r n o s  d e  d o s  p u n t o s  
a r b  I t r a r  i o s  d e  l a  ô r b i l a  ( s u p o m e n d o  q u e  e n  l a  mi  sma n o  h a y a  
p u n t o s  d e  d i s c o n t i n u i d a d  ) ,  s o n  i d é n t i c o s  a p e q u e n a  e s c a l a  . T r a -  
t a n d o  d e  e s t u d i a r  l a s  p o s i b I  e s  p r o p i e d a d e s  d e r i v a d a s  d e  e s t e  h e c h o ,
mâs c o n c r è t e m e n t * . b u s c a n d o  o t r o s  c o n j u n t o s  c o n  e s t a  p r o p * e d a d .  
o b t d v i m o s  l o s  p n m e r o s  e j e m p l o s  d e  c o n  j u n t o s  a s o c i a d o s  a u n a  s e r  i e 
a b s o I u t a m e n  t e  c o n v e r  j e n  t e . q u e  l u e g o  d * e r o n  l u g a r  a l  d e s a r r o I  l o  d e  
e s t e  c a p j t o l o  d e  t a  t e s , s .
P r o b a m o s  q u e  t o d a  s e r i e  d e  v e c t o r e s  d e  R”  n o r m a l m e n t e  c o n v e r g e n t e  
t I e n e  a s o c i a d o  un c i e r t o  c o n j u n t o  c o m p a c t o ,  - que  e s  e l  c o n j u n t o  de  
t o d a s  l a s  p o s i b l e s  s u m a s  d e  t â r m l n o s  d e  l a  s e r , e .  S ,  l a  s e r i e  t i e n e  
i n f i n i  t o s  t é r m m o s  no  nu l o s ,  s u  c o n  j u n t o  a s o c i a d o  t i e n e  a d e m â s  
p o t e n c I  a d e  I c o n t i n u e ,  y  s e  t r a t a  d e  u n  c o n j u n t o  p e r f e c t o .  Con  
C i e r t a  n i p â t e s  i s a d i c i o n a t  s o b r e  l o s  r e s t e s  d e  t a  s e r i e  de  n o r m a s , 
s e  c o n s i g u e  p r o b a r  q u e  l a  m e d i d a  d e  L e b e s g u e  d e l  c o n j u n t o  a s o c i a d o ,  
e s  n u l  a .  A l a s  s e r i e s  c u y o s  c o n j u n t o s  a s o c i a d o s  t i e n e n  p o t e n c ■a d e l  
c o n t i n u e  y m e d i d a  L e b e s g u e  n - d i m e n s  i o n a l  nu  I a ( s i e n d o  n l a  
d i m e n s i o n  d e l  e s p a c  i o v e c t o r i a l  g e n e r a d o  p o r  l o s  v e c t o r e s  d e  l a  
s e r i e  ) , I a s  d e n o m i  na mos  s e r i e s  f r a c t a l e s ,  y como s e  p r u e b a  c o n  
v a r i o s  e j e m p l o s  a l o  l a r g o  d e l  c a p î t u l o ,  d e  s u s  c o n j u n t o s  a s o c i a ­
d o s ,  c a b e  e s p e r a r  c o m p o r t a m i e n t o  f r a c t a l .  Se  o b t i e n e  u n a  a c o t a c i ô n  
d e  l a  d i m e n s i o n  de  H a u s d o r f f  d e  I c o n j u n t o  a s o c i a d o  a u n a  s e r  « e , q u e  
d e p e n d e  d e  c i e r t a  f u n c i ô n  a s o c i a d a  a l a s  r e p e t  i c  i o n e s  de  l o s  t ë r m i -  
n o s  d e  l a  s e r i e  y d e  l o s  r e s t o s  d e  l a  s e n  e d e  n o r m a s .
Se a n a I  i z a n  l o s  c a s o s  p a r t  i c u I  a r e s  d e  l a s  s e r i e s  g e o m é t r  i c a s  r e a l e s  
y c o m p I e J  a s , p r o b â n d o s e  e n  e s t o s  c a s o s ,  q u e  a c o t a n d o  o p o r t u n a -  
m e n t e  l a  n o r m a  d e  1 a  r a z ô n ,  l o s  f r a c t a l e s  q u e  s e  o b t i e n e n  s o n  
a u t o s e m e j a n t e s , y s e  o b t i e n e  su d i m e n s i o n  de  H a u s d o r f f  q u e  r é s u l t a  
c o I  n e  I d I r  con l a  c o t a  s u p e r i o r  h a l l a d a  a n t e r , o r m e n t e  p a r a  e l  c a s o  
g e n e r a l ,  l o  q u e  p r u e b a  l a  e c o n o m  i a d e  l o s  r e c u b r i m i e n t o s  u t i l i z a d o s  
en l a  o b t e n c i ô n  d e  e s t a  c o t a .  En  e l  c a s o  r e a l ,  s e  p r u e b a  q u e  l a  
a c o t a c i ô n  de  l a  r a z ô n  s u f i c  i e n t e  p a r a  q u e  l a  m e d i d a  L e b e s g u e  s e a  
nu I a , e s  t a m b i é n  n e c e s a r  i a , q u e d a n d o  e s t e  p r o b l e m a  a b i e r  t o  p a r a  e l  
c a s o  c o m p l e j o .  Se m u e s t r a  l a  u t i l , d a d  de  l a  s e r i e s  f r a c t a l e s  p a r a  
l a  o b t e n c i ô n  de  c o n j u n t o s  f r a c t a l  e s  f o r m a d o s  p o r  n u m é r o s  c o n  
e x p r è s , o n e s  d e c i m a t e s  e s p e c  i a l  e s , t n o s t r â n d o s e  l a  e x i s t e n c i a  d e  u n a  
i n t e r e s a n t e  c o n e x i ô n  e n t r e  l a  d i m e n s i o n  d e  H a u s - d o r f f  y e l  n û m e r o  de  
s u mas  d i f e r e n t e s  q u e  p u e d e n  s e r  o b t e n i d a s  c e n  u n a  c o l e c c i ô n  d e  
n u m é r o s  .
A c o n t i n u a c l é n  s e  m u e s t r a  un p r o c e d i m i e n t o  n a t u r a l  muy a m p i l o  para 
l a  o b t e n c i ô n  d e  s e r i e s  f r a c t a l e s .  S e  p r u e b a  c o n c r e t a m e n t e  q u e  p a r a  
c a d a  f u n e I ô n  a n a i r t i c a  r e a l  o  c o m p i e j a  e n  un a b , e r t o  0 ,  c a d a  p u n t o  
x q  € 0 t i e n e  un e n t o r n o  t a l  q u e  a c a d a  p u n t o  d e l  e n t o r n o  (  a
e x c e p c i ô n  d e l  p r o p i  o -kq  c o r r e s p o n d e  u n a  s e n  e  f r a c t a l ,  c o n  un  
c o n j u n t o  f r a c t a l  a s o c i a b o  q u e  p u e d e  v a r i e r  n o t a b i e m e n t e  p a r a  I o s  
d i s t i n t o s  p u n t o s  d e  un  m ,s m o  e n t o r n o ,  como s e  p o n e  d e  r e l i e v e  e n  e l  
a n e x o  d e  g r â f i c o s  d e  e s t e  c a p T t u l o .  S e  o b t i e n e n  I a s  d i m e n s i o n e s  d e  
H a u s d o r f f  d e  l o s  f r a c t a l e s  a s o c i a d o s  a  t o d a  l a  f a m t l i a  d e  f u n e , o n e s  
r e a l e s  l / ( i - x ) P ,  p € N ,  q u e d a n d o  a b i e r t a  l a  d e t e r m m a c i d n  
e x a c t a  d e  l a s  m e d i d a s  d e  H a u s d o r f f  d e  l o s  f r a c t a l  e s  e n  s u s  c o r r e s ­
p o n d  i e n t e s  d i m e m s i o n e s  ( s a l v o  e n  e l  c a s o  p  :  i ,  e n  q u e  d i c b a s  
m e d i d a s  s i  s e  d e t e r m m a n  ) .  P a r e c e  p r o b a b l e  q u e  l a  h a b i t u e l  d e  
H a u s d o r f f  n o  s e a  l a  m âs  a d e c u a d a  p a r a  e s t e  t i p o  d e  f r a c t a l  e s .  y q u e  
s e a  p r e c i s o  u t i l i z a r  m e d , d a s  d e  f l a u s d o r f f  g e n e r a i i z a d a s  .  com o I a s  
d e s c r i  t a s  e n  5 . 1 . 3 .  En g e n e r a l  p r é s e n t a  m uc h o  i n t e r e s  e l  e s t u d i o  d e  
d I m e n s  i o n e s  y m e d i d a s  d e  l o s  f r a c t a l e s  q u e  s e  o b t i e n e n  m e d i a n t e
d i v e r s o s  t i p o s  de  f u n e i o n e s  a n a  I T  t  i c a s , y a  q u e  e s t o s  p r o m e t e n  un a  
gama muy v a r i a d a  p a r a  c u y a  a d e c u a d a  c I  a s  i f i c a c  i ô n  s e r a  p r e c i s o  
d I s p o n e r  d e  un  s i s t e m a  muy f i n o  d e  m e d i d a s .
E l  c a p T t u l o  s e  c i e r r a  d e s c r  i b i e n d o  o t r o s  t i p o s  d e  a I g o r  i t m o s  q u e . 
c o n  e s p T r i t u  s i m i l a r  a l  d e  l a s  s e r i e s  f r a c t a l e s ,  s i r v e n  p a r a  l a  
o b t e n c i ô n  d e  c o n j u n t o s  f r a c t a l e s .  Se h a c e  un e s t u d i o  p a r t i c u l a r
p a r a  e l  c a s o  de  l o s  p r o d u c t o s  i n f i n i  t o s . o b t e n  i é n d o s e  c o n d i c i o n e s  
s u f  i c i e n t e s  p a r a  q u e  e l  c o n j u n t o  a s o c i a d o  a l  p r o d u c t o  i n f i n i  t o  s e a  
c o m p a c t o ,  p e r f e c t o  y d e  m e d i d a  L e b e s g u e  nu I a . T a m b i é n  s e  d e s c r  i ben  
o t r o s  t i p o s  d e  a I g o r i t m o s  q u e  s i r v e n  p a r a  l a  o b t e n c i ô n  d e  f r a c t a l e s  
b a s a d o s  e n  s e r i e s ,  p r o d u c t o s  i n f i n i t o s ,  f r a c e  i o n e s  c o n t i n u a s  . . . ,  
a l g u n o s  d e  l o s  c u a l e s  p e r m i t e n  l a  c o d i f i c a c l ô n  s e n c  i l i a  d e  f r a c ­
t a l e s  c o n o c I  d o s , como e l  c o n j u n t o  d e  B e s i c o v i t c h ,  c o n j u n t o s  a u t o s e -  
m e j a n t e s ,  e t c .  Es  n o t a b l e  o b s e r v e r  como e l  t i p o  de  i t e r a c i o n e s  q u e  
i n t e r v  i e n e n  e n  l a  c o n s t r u c c i ô n  d e  l a s  ô r b i t a s  de  b i l l  a r e s  
p o l i g o n a l e s  y p o l i é d r i c o s ,  q u e  s o n  l a s  i t e r a c  i o n e s  d e  u n a  f am i I i a 
de  i s o m e t r T  a s . s o n  un c a s o  l i m i t e  de  I a s  q u e  s i r v e n  p a r a  l a  
c o n s t r u c c i ô n  de  a u t o s e m e j  an t e s , e n  qu e  s e  t r a t a  d e  i t e r a c i o n e s  de  
un a  f am I I i  a d e  s e m e j a n z a s  d e  r a z ô n  m e n o r  q u e  l a  un i d a d .
C e r r a m o s  e l  c a p T t u l o  y e l  t r a b a j o  m o s t r a n d o  como t o d o s  l o s
p r o c e s o s  d e s c r i t o s  p a r a  l a  o b t e n c i ô n  de  f r a c t a l e s  s e  a t  i e n e n  a
c i e r t o  e s q u e m a  g e n e r a l ,  p o r  l o  q u e  es  d e  i n t e r e s  l a  p r e g u n t a  de  
b a j o  q u e  c o n d i c i o n e s  d i c h o  e s q u e m a  c o n d u c e  a c o n j u n t o s  de  
n a t u r a l e z a  f r a c t a l .
Q u i e r o  e x p r e s a r  aqu T  mi  a g r a d e c  i m i e n t o  a t o d o s  q u i e n e s  h a n  h e c h o  
p o s i b l e  e s t e  t r a b a j o .  A n t e  t o d o  a M i g u e l  d e  Gu zmâ n,  c u y o  e n c u e n t r o  
en l o s  c u r s o s  de  d o c t o r a d o  ha  s i d o  un f a c t o r  c l a v e  p a r a  d e c  i d i r me  a 
i n i c i a r  l a  a c t i v i d a d  de  i n v e s t i g a c i ô n  m a t e r n â t  i c a ,  d e s p u é s  d e  h a b e r  
a b a n d o n a d o  e s t e  campo d u r a n t e  a l g u n o s  a n o s .  En l a  s i t u a c i ô n  de  
d e s c o n e x  i ôn e n  que  me e n c o n t r a b a  a l  r e i n i c i a r  m i s  e s t u d i o s ,  ha  s i d o  
d e c  I s I v a  p a r a  mT l a  e x c e I  e n t e  a c o g i d a  q u e  M i g u e l  de  Guz mân me ha  
d i s p e n s a d o , p o n i é n d o m e  e n  c o n t a c t o  con l a s  û l t i m a s  t e n d e n c  i a s  de  
i n v e s t I g a c I ô n  m a t e m â  1 1 c a  en e l  camp o  de  t e o r T  a de  i t e r a c  i o n e s  y 
t e o r  T a g e o m é t r i c a  de  l a  m e d i d a ,  t e m a s  co n  l o s  q u e  t a n  b i e n  s i n t o -  
n i z a n  m i s  p r o p i a s  a f i c i  o n e s . P o r  t o d o  e l l o ,  l a  c o l a b o r a c i ô n  y e l  
a p o y o  r e c i b  i d o s  de  M i g u e l  d e  G u z mâ n ,  h a n  s i g n i f i c a d o  p a r a  mT a I go  
mâs i m p o r t a n t e  q u e  l a  p o s  i b I  i d a d  d e  r e a l  i z a r  e s t e  t r a b a j o ,  y e l l o  
ha  s i d o  l a  c o n s t a t a c i ô n  d e  q u e  e s  p o s i b l e  d i s f r u t a r  h a c  i e n d o  m a t e ­
rnât  I c a s  y q u e  m e r e c e  l a  p e n a  h a c e r l o .  Y p r e c  i s a m e n t e  un o  d e  l o s  
r e q u i s i t o s  i n d i s p e n s a b l e s  p a r a  q u e  e s t o  s e a  p o s i b l e ,  e s  p o d e r  
r e a l  i z a r  e l  t r a b a j o  d e  i n v e s t  i g a c  i ô n  en  e q u i p o .  N u e v a m e n t e  t e n g o  
aquT q u e  a g r a d e c e r  a M i g u e l  d e  Gu z mâ n  e l  m a r c o  q u e  me ha  o f r e c i d o  
e n e I  g r u p o  d e  I n v e s t i g a c i ô n  s o b r e  f r a c t a l e s ,  c on  p a r t i c i p a c i ô n  de  
p r e s t  i g i o s o s  i n v e s t i g a d o r e s  n a c  i o n a I  e s  y e x t r a n j e r o s , y e n  e l  sem i -  
n a r i o  d e  T e o r T  a G e o m é t r i c a  d e  l a  M e d i d a  q u e  d i r i g e  j u n t o  c o n  B a l d o -  
m e r o  R u b i o  e n  l a  U n i v e r s i d a d  C o m p l u t e n s e .
O u i e r o  h a c e r  c o n s t a r  mi  e s p e c i a l  a g r a d e c i m i e n t o  a B a l d o m e r o  R u b i o  
p o r  e l  a I i  e n t o  y c o l a b o r a c i ô n  q u e  me h a  b r i n d a d o  d u r a n t e  m i s  
e s t u d i o s  d e  d o c t o r a d o ,  y p o r  l a s  e x c e I  e n t e s  I e c c  i o n e s  de  a n â l i s i s
q u e  r e c i b T  d e  é t  d u r a n t e  m i s  e s t u d i o s  d e  l i c e n c i a t u r a  y  s o b r e  
t e o r T  a g e o m é t r i c a  de  l a  m e d i d a  e n  e l  c u r s o  d e  d o c t o r a d o .  y  q u e  
f u e r o n  t a  m e j o r  m t r o d u c c i ô n  a  e s t e  campo q u e  p o d T a  h a b e r  d e s e a d o .
Ml  mâs e n t r a A a b I e  g r a t i t u d  a H i g u e l  A n g e t  H a r t f n  .  ü i g u e l  R e y e s ,  
I g n a c i o  A l v a r e z ,  M a r a  i z c u e  , M a r î a  T e r e s a  C a r r i l l o ,  D o m i n g o  C a s a  
d o ,  y a t o d o s  l o s  c o m p a ê e r o s  y ami  9 0 s  q u e  p a r t  i c 1 p a n  e n  e l
s e m m a r i o  de  t e o r  î  a g e o m é t r i c a  d e  l e  m e d i d a ,  de  l o s  q u e  he  r e c  1 b 1 d o  
m i l  s u g e r e n c  i a s  y c o n  l o s  q u e  n e  c o n t r a s t a d o  m i s  i d e a s  a  l o  l a r g o  
d e  m u c h a s  h o r a s  d e  t r a b a j o  en e q u i p o .
Mi  a g r a d e c i m i e n t o  a M a r t T n  S â n c h e z  p o r  s u  a y u d a  e n  l o s  c o m p I i  c a d o s  
d i s e n o s  g r â f  i c o s  i n c l u i d o s  en e l  a n e x o  a l  c a p T t u l o  I I I ,  a  R o b e r t o  
M o r i y ô n ,  a F r a n c i s c o  G o n z â l e z  G a s c o n ,  a J u a n  M a r T a  L ô p e z  d e I  S a ,  a l  
p r o f e s o r  P e r t  t  i M a t  1 1 I a , a C a r i e s  S i mô  y a t o d o s  c u a n t o s  me h a n  
a y u d a d o  con s u s  s u g e r e n c i a s  , c o m e n t a r 1 o s  y o r i e n t a c i o n e s .
G e t a f e ,  2 7  d e  M a yo  d e  1 9 8 8
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1 . 1 . 1 . L a  c o n l e t u r a .
S e a  K j  un  p e n t i g o n o  e s t r • c t a m e n t e  c o n v e x o  e n  e l  p i a n o  a f i n  F g . 
d o n d e  p o r  e s t r  i o t a m e n t e  c o n v e x o  q u e r e m o s  d e c  « r  q u e  t r e e  
c u a i e s q u i e r a  d e  s u s  v e r t i c e s  n o  s o n  c o t i n e a l e s .  S e a n  A , ^ , i € Z g , 
l o s  v e r t i c e s  d e  K j . E s c r i p i m o s  A , i A i j  p a r a  r e p r e s e n t a r  l a  r e c t a  q u e  
u n e  e s o s  d o s  p u n t o s ,  y ( A j , A , j ) . ( A ^ ^ A ^ j ) r e p r é s e n t a  e l  p u n t o  d e  
c o r  t e  d e  I a s  d o s  r e c t a s .  P od em o s  d e f m i r  l o s  v é r t i c e s  d e  u n  n u e v o  
p e n t â g o n o  e s t r i c t a m e n t e  c o n v e x o  < v e r  f  i g . i . 1)  Kg C K |  p o r  t a s  s i -  
g u I  e n t e s  f 6 r m u I  a s  :
A g I  = ( * 1  1 + 1 * 1  i + 3 ) ' ( A l  i - | A l  1 - 3 ) ' ' (  Z 5
E i n d u c t I v a m e n t e ;
A j f l i  = ( A j i * , A j i ^ 3 ) . ( A j , . , A j , _ 3 ) . i e Z 5
e s t r  i c t a m e n t eO b t e n e m o s  l o s  v & r t  i c e s  d e  u n a  c a d e n a  d e  p e t â g o n o s  
c o n v e x o s :
K j  + 1 C  C < 3  C < 2  C < 1
co
P o b a r e m o s  l a  s 1 g u  i e n t e  c o n j e t u r a  d e  S c h o e n b e r g  : n  K  ^ s e  r e d u c e  a
1
u n  s o l o  p u n t o .  E s t a  c o n j e t u r a  f u é  f o r m u l a d a  p o r  l . j .  S c h o e n b e r g  e n  
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1 ■ 1 . 2 .  Co I I n e a c  i o n  a s o c  i a d a  a K_j______
C o n s i d e r a m o s  a h o r a  e l  p i a n o  a f î n  Eg m c l u i d o  e n  e l  p i a n o  p r o y e c t i v o  
P g .  P r o b a r e m o s  e l  s  i g u i e n t e  I e m a :
1
Hay una col ineaciôn f : ----------------- ^^2  give apl ica el  vér t ice A j j  de Kj en
el vért ice A j ^ f f  de Kj^f ,  J e N, i € Z g .
P a r a  c o n s t r u i r  f , c o n s i d é r â m e s  l o s  d o s  c o n j u n t o s  d e  c u a t r o  p u n t o s  
( A j  i ) , I A g j  ) , 1 < I Î 4 .  En  e s t o s  c o n j u n t o s  n o  n a y
s u b c o n j u n t o s  d e  t r è s  p u n t o s  c o l i n e a l e s ,  d e  d o n d e  s e  d e d u c e  l a  
e x i s t e n c i a  d e  u n a  û n i c a  c o l i n e a c i ô n  t a  I q u e :
<'CA,  i ) = A g ,  , 1 < I < 4
P r o b a r e m o s  e n  p r i m e r  l u g a r  q u e  f ( A , g )  e s  p r e c i s a m e n t e  A g g .
P a r a  e l l o ,  s e a  r g r ^ r ^ r g  e l  h a z  d e  r a y o s  d e  v é r t i c e  e n  A , , ,  d o n d e  r ;
= A 1 1 A 1 i ( v e r  f i g .  1 . 2  ) .  C o n s  i d e r a m o s  t a m b i é n  e l  h a z  d e  r a y o s  
s g s ^ s g s g , c o n  v é r t i c e  e n  A g , , d o n d e  s^ = A g ^ A g j .  E s t o s  d o s  h a c e s  
c o r t a n  e n  l o s  p u n t o s  * t 2 ' * 2 4 ' * 2 3 ' * i 5 ' y a c e n  e n  l a  M n e a  A  ^ 2 *  1 g ,
y p o r  t a n t o  s o n  h a c e s  p r o y e c t i v o s , l o  q u e  m d i c a r e m o s  e s c r i b i e n d o ;
S 5 S 4 S 3 S 2  A r g r ^ r ^ r g
O b v  1 amen t e  r g r ^ r ^ ^ r g  A r g r ^ r  g r g  , d e  d o n d e :
S 5 S 4 S 3 5 2  A  r g r ^ r ; 3 r g
A h o r a  b u s c a m o s  l a  i m a g e n  d e l  h a z  r g r ^ r ^ r g p o r  f .  
f ( r , )  = f ( A , , A , j )  = A g , A g |  = S j .  Oe e s t a  m a n e r a ,
Ai 4
S i  i = 2 ,  3 .
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1 2
r g r ^ r 2 en e l  na z  f  C g ) y . s » endo f  una  c o l i n e a c i ô n ,  
podemos e s c n t u r  f  ( r g )  s ^s gs g A r g r ^ r  2 ,  y de a q u î  y de l a  an t e r  1 o r  
r e l a c i ô n  se  o b t i e n e  qu e  f ( r g ) s ^ s ^ s g  A s g s ^ s g s ^  E s t o  p r u e b a  que  
f ( r g )  : sg .  Oe m a ne r a  s i m i l a r ,  c amb iand o e n  n u e s t r o  r a z o n a m i  e n t o  
l os  h a c e s  n g r g r ^ r g  y s g s ^ s ^ s g  p o r  l o s  ha ce s  m^mgm^mg, do nd e  m,  = 
a , 4 A , |  y t g t , t g t g ,  donde t , = A g ^ A g , , se p r u e b a  q v e  f ( m g )  = t g  y P e  
aquî  se o b t i e n e  f m a l m e n t e :
f ( A ^  g)  :  f ( r g  n  mg)  = Sg n  t g  = Agg
A c o n t i n u a c i ô n  p r o c e d e m o s  p o r  i n P u c c i ô n .  S u p o n g a m o s  q u e  e l  I e m a  e s  
C i e r t o  p a r a  l î j  < n .  T e n d r e m o s :
f ( A p  j )  =  f ( ( A p _ {  i  * ; A p _ |  , * g )  . ( A p _ 1 j  _  J A p _ 1 1 - 3 ) )  -
= ( A A ) . (A A ) =
n i + 1 n i +3  n i - 1  n i - 3 n *  I I
i € Z
En l o  q u e  r e s t a  d e  e s t e  a p a r t a d o  I I a m a r e m o s  a l a  c o l i n e a c i ô n  
o b t e n I d a  asT c o l i n e a c i ô n  a s o c i a d a  a K , ,  y l a  d e n o t a r e m o s  c o n  l a  
I e t r a  f .
1 . 1 . 3 .  P r o p  i e d a d e s  de  f
La  c o l i n e a c i ô n  f  a p l i c a  l a s  r e c t a s  q u e  con t  i e n e n  l o s  I a d o s  d e  K : e n
l a s  q u e  c o n t i e n e n  l o s  de  
gu i e n t e  p r o p  i e d a d  d e  f :
j *  1 j  e N. P r o b a r e m o s  t a m b i é n  l a
i j  f  apl ica los lados de K : en los de K
inter  i ores de K: en los de KJ * 1‘ J € N.
y los puntos
C u a n d o  h a b I a m o s  d e  p u n t o s  
i n t e r i o r e s  c o n  r e s p e c t o  
I d e n t i f i c a m o s  E g con  l o  
a q u e l l o s  q u e  no p e r t e n e c  
I I a m a r e m o s  E , .  S e a  H = 
r e s t r 1c c 1ôn  d e  f  a  F ,  f / F  
p o r q u e  s i  x € F , x no p e r  
a E 1.  S e I e c c I o n a n d o  un s 1
q u e  g : F  ►Eg e s  u n a  a p l i
s i s t e m a  d e  r e f e r e n c  i a en e 
h o m o g é n e a s  ( X Q . x ^ . x g ) ,  de  
e c u a c i ô n  XQ = 0 . L a s  e c u a c
i n t e r i o r e s ,  n o s  r e f e r  1mos a l o s  p u n t o s  
a l a  t o p o  I o g î  a u s u a l  d e  Eg C Pg
s p u n t o s  p r o p  1 os  de e s  d e c i r .
en  a l a  r e c t a  de  I m f i n i t o ,  r e c t a  q u e  
f “ ’ < E j )  y F = Pg - H,  y c o n s i d e r e m o s  l a  
:  g . E s t a  a p l i c a c i ô n  g a p l i c a  F e n  E g ,  
t  en  e c e a H,  y p o r  t a n t o  f ( x )  no p e r t e n e c e  
s t e m a  d e  r e f e r e n c  i a a d e c u a d o ,  p r o b a r e m o s  
c a c I ô n  c o n t i n u a  e  1n y e c t  i v a .  E t e g i m o s  un  
1 q u e  l o s  p u n t o s  de  P g  t 1e n e n  c o o r d e n a d a s  
t a  I f o r m a  q u e  l a  r e c t a  1m p r o p 1 a E , t e n g a  
I o n e s  de  f  s e r â n .
X x '  i = a j o ^ o  + a I 1X 1 ♦ a , g x g ,  i = 0 , 1 , 2
d o n d e  l a  m a t r i z  A = ( a j j ) ,  O ! 1 ! J e s  r e g u l a r .
En e s t e  s i s t e m a  d e  r e f e r e n d a  t o d o s  l o s  p u n t o s  de  E g  1 1 e n e n  
c o o r d e n a d a s  a f  i n é s  h i e n  d é f i n i r a s :
^ î “ X I / X q  , i = 1 , 2
L a s  e c u a c 1 o n e s  a f  i n é s  d e  9 en F s o n :
t 3
^ I o  *  3  I 1 1 ' ,  2 * ^ 2
i :  t , 2
a o o  * ^ 0 1 ^ 1  * ^ 0 2 ^ - 2
E s t a s  e c u a c  i o n e s  p n i e b a n  q u e  g e s  m y e c t i v a  e n  F , 
r e s p e c t o  a l a  t o p o  t o g  T a u s u a l  d e  F c o m o  s u D e s p a c i o
y c o n t i n u a  c o n  
d e  Eg  y P g . A s î ,
s i  P y  Q s o n  p u n t o s  d e  Eg  y p o r  [ P Q ]  r e p r e s e n t a m o s  e l  s e g m e n  t  o q u e  
u n e  P c o n  Q,  s i e n d o  [ P Q ]  C F ,  s e  t e n d r â  g [ P Q ]  = [ g ( P ) g ( Q ) ] .  P e r o  s i  
s u p o n e n o s  q u e  a l g û n  p u n t o  X € H e s  u n  p u n t o  i n t e r i o r  d e  [ P Q ] ,
e n t o n c e s  g ( [ P Q ] ) = g ( P Q )  -  [ g ( P ) g ( Q ) ] .  d o n d e  g ( P Q )  e s  l a  r e c t a
i m a g e n  p o r  g d e  l a  r e c t a  PQ,  y  r e c î p r o c a m e n t e  e l  c o n j u n t o  PQ - [ P Q ]
s e  a p l i c a  p o r  g e n  e l  s e g m e n t o  [ g ( P ) g ( Q ) ] .
S e a  X € H,  y s u p o n g a m o s  q u e  X p e r t e n e c e  a a l g û n  1 a d o  d e  K i . d i g a m o s
a [ A  1 1A 12^ - No p u e d e  s e r  X = A , ,  o  X = A  ^g p o r q u e  s i  X 6  H,  f ( X )  €
E l ,  y s a b e m o s  q u e  l o s  p u n t o s  f ( A , , )  = A g ,  y f ( A , g )  = A g g  n o  e s t â n
e n  E 1 . L u e g o  X d e b e  s e r  u n  p u n t o  m t e n o r  a [ A , i A , g ]  , y s e g û n  s e
s e n  a I a b a  m âs  a r r i b a ,  g ( [ A , j A , g J )  = A g ; A g g  -  [ A g i A g g ] . Oe e s t o
c o n c I u I m o s  q u e  p a r a  a l g û n  p u n t o  Y € [ A i i A , g ]  g ( Y )  = A , 5  { v e r  f i g . i  
3  ) y e s t o  n o  e s  p o s i b l e ,  p o r q u e  e l  û n i c o  p u n t o  q u e  s e  a p I 1 c a  p o r  g 
s o b r e  A , 5  e s  2  -  ( A , , A 1 g ) . ( A , 3 A , g ) , y Z n o  p e r t e n e c e  a [ A , , A i g ]
A s î  Memos p r o b a d o  q u e  n o  e s  p o s i b l e  q u e  X p e r t e n e z c a  a l a  f r o n t e r a
d e  K , .  A d e m â s  K ,  C P . p o r q u e  s i  X , O H y  p , s i e n d o  K 1 c o n v e x o
M a b r  T a p u n t o s  d e  H e n  l a  f r o n t e r a  d e  K ^ .
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A h o r a  e s t â  c 1 a r o  q u e  s i  A ,  8  € . n  € N,  g ( [ A B ] ) e s  un  s e g m e n t o
c o n  e x t r e m o s  g ( A )  y g ( B ) .  P o r  c o n s  i g u 1 e n t e  c a d a  1 a d o  d e  s e
a p l i c a  e n  e l  1 a d o  r e s p e c t  1 v o  d e  i^n + l Y g ( F r  ( K ^ )  ) = F r  ( K ^ ^  1 ) . E l
c o n j u n t o  g ( K p ) e s  u n  c o n j u n t o  c o n v e x o  c o n  l a  m 1 sma f r o n t e r a  q u e  
K y p o r  t a n t o  c o ï n c i d e  c o n  K . J
n +1 n +  I
Oe e s t o s  r e s u  I t a d o s  p o d e m o s  o b t e n e r  f â c i l m e n t e  e l  S i g u t e n t e  I e m a  : 
Lema F
L 3  c o l  i n e a c i S n  f  a s o c i a a a  a  K f  t i e n e  l a s  s i  g u t  on  t e s  p r o p i e t t a O e s :
m
a )  T i e n e  un p u n t o  f i j o  P  € n  K„
1
b)  P es  e !  û n i c o  p u n t o  f i j o  a e  f  en  K f
c )  P e s t a  en  t o d a s  l a s  r e c t a s  i n v a r i a n t e s  p o r  f  x}</e 
c o r t a n  a  K f
L a  e x i s t e n c i a  d e  P e s  un r e s u l t a d o  d e l  t e o r e m a  d e  B r o u w e r  a p l i c a d o  
a l a  r e s t r i c c i ô n  g d e  f  a K , ,  q u e  e s ,  como he mos  p r o b a d o ,  u n a
a p l i c a c i ô n  c o n t i n u a  e n  K , t a l  q u e  g ( K , )  = f ( K , )  = Kg C K ; A s î  g
t i e n e  un p u n t o  f i j o  P € K,  y f ( P )  = g ( P )  = P .  S i  s u p o n e m o s  q u e  P €
K p , f  ( P )  = P € f  (Kr , )  = Kn + ; , y p o r  i n d u c c i ô n ,  c o n c l u i m o s  a ) .
S e a  a h o r a  Q un p u n t o  e n  l a  f r o n t e r a  d e  K , ,  como e n  l a  f i g u r a  1 . 4 , y
[ P Q ]  e l  s e g m e n t o  q u e  u n e  e l  p u n t o  f i j o  P c o n  Q .  S i  Q € I A , , A , g ) .
Q '  = f ( Q )  € [ A g t A g g J  y g ( { P Q J )  = [ P Q ' ] .  Y como [PQJ D  [ P Q ' ] = P .
c o n c l u i m o s  q u e  e l  û m c o  p u n t o  f i j o  en  [ P Q ]  e s  P .  S i  Q v a r î a  a  l o  
l a r g o  de  l a  f r o n t e r a  d e  K , ,  l o s  s e g m e n t e s  [ PQ]  c u b r e n  K , ,  y e s t o  
p r u e b a  q u e  P e s  e l  û m c o  p u n t o  f t j o  d e  f  e n  K , .
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f i g .  1 . 4
F I n a I m e n t e  p a r a  p r o b a r  c )  , s u p o n g a m o s  q u e  r  e s  u n a  r e c t a  t a  I q u e  
f ( r )  - r ,  y r  O K,  Y (5 . E n t o n c e s  f  ( r  n K  ^ ) = r  O  f  ( K ,  ) = r  n C r
n  K  ^ . A p I  I c a n d o  e l  t e o r e m a  d e  B r o u w e r  a l a  r e s t r i c c i ô n  d e  f  a r  O
K 1, o b t e n e m o s  l a  e x i s t e n c i a  en  d i c h o  s e g m e n t o  d e  un p u n t o  f i  jo  d e  
f .  E s t e  p u n t o  d e b e  s e r  P .  p o r  l a  p r o p i e d a d  b ) , y c)  q u e d a
d e m o s t r a d a .  jg
En a d e I  a n t e , s i e m p r e  d e n o t a r e m o s  p o r  P e l  û n i c o  p u n t o  f i j o  d e  l a  
c o l i n e a c i ô n  f  e n  K , .
1 . 1 . 4 . C I a s i  f  i c a c I ô n  d e  f
En p r i m e r  I u g a r  e x c l u i r e m o s  u n a  p o s i b i l i d a d  q u e  h a r î a  t r i v i a l  e  I 
r e s t o  d e  l a  d e m o s t r a c i ô n  ; E l  e j e m p l o  m o s t r a O o  e n  l a  f i g u r a  5  
p r u e b a  q u e ,  e n  g e n e r a l  f  n o  e s  u n a  a p l i c a c i ô n  c o n t r a c t  i v a .  E n  
e f e c t o ,  d ( A , , , A ^ g )  < d ( f ( A , , ) , f ( A , g ) )  % d ( A g i . A g g ) . S e g û n  n a
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s e n  a I a d o  C . S i n> 6  , t a t n p o c o  p u e d e  e n c o n t r a r s e  e n  g e n e r a l  u n a  c o n s t a n t e  
C < 1 t a l  g u e ,  s i  I K ^ i '  r e p r é s e n t a  e l  d i â m e t r o  d e  K p ,  s e a  i K p  + i '  < 
C . i K p l ,  l o  q u e  p e r m i t i r  T a t a m o i é n  u n a  f 5 c i  I p r u o o a  d e  l a  c o n j e t u r a .  
En  e f e c t o .  a p l a s t a n d o  c o n v e n t  e n t e m e n t e  e l  p e n t â g o n o  K,  d e  I a f i g u r a
1 . 5 ,  y a c h a t â n d o l o  p o r  e l  v é r t i c e  A , 2 . p u e d e  c o n s e g u 1 r s e  q u e  e l  
d i â m e t r o  d e  < 2  s e a  t a n  p a r e c i d o  c o m o  s e  d e s é e  a l  d e  K , .
f i g .  1 . 5
De e s t a  f o r m a ,  p a r a  c o n s e g u  i r  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  l a  c o n j e t u r a ,  
d e t i e m o s  p a s a r  a e s t u d i a r  l a s  1 t e r a c  i o n e s  d e  l a  c o l i n e a c i ô n  f ,  p a r a  
l o  c u a l  e s  n e c e s a r 1 o c l a s i f i c a r  l o s  d i s t i n t o s  c a s o s  q u e  s e  p u e d e n  
p r e s e n t a r .  H a r e m o s  p a r t i r  e s t a  c l a s  1 f i c a c 1 ô n  d e  u n a  p r o p  1 e d a d  g e o  - 
m é t r i c a  d e  f ;  L a  e x  1 s t e n c  i a d e  a t g u n a  r e c t a  i n v a r i a n t e  p o r  f  q u e  
n o  p a s e  p o r  e t  p u n t o  f i j o  P .
S i  t a l  r e c t a  e x i s t e ,  e l  i g  1 e n d o  u n  s i s t e m a  d e  r e f e r e n c 1 a e n  e l  q u e  
l a  r e c t a  t e n g a  e c u a c 1 o n e s  a f 1 n é s  x q  = O , l a s  e c u a c  i o n e s  d e  f  e n  
d I c h o  s i t e m a  s e r â n  l a s  d e  u n a  a f i n i d a d ,  y p u e d e  d e m o s t r a r s e  l a  
c o n j e t u r a  o a s â n o o s e  en  s u s  p r o p  1 e d a d e s .
S i  t o d a s  I a s  r e c t a s  i n v a r i a n t e s  p o r  f  p a s a n  p o r  P,  l a  r a i z  
d e  l a  e c u a c i ô n  c a r a c t e r î s t 1 c a  a s o c i a d a  a P d e b e  s e r  d o b l e  o t r i p l e ,  
y a q u e  ( v e r  r e f  [ S 3 ] )  u n  p u n t o  f 1 j o  a s o c i a d o  a u n a  r a  1 z s i m p l e  n o  
p u e d e  p e r t e n e c e r  a l a  r e c t a  i n v a r i a n t e  a s o c i a d a  a l a  
E s t o  l i m i t a  l a s  p o s i b l e s  f o r m a s  c a n ô n  i c a s  d e  f  a d o s ,  
l a s  i t e r a c i o n e s  d e  l a s  m i s m a s ,  s e  o b t i e n e  e l  t e o r e m a .
m I s m a  r a 1 Z . 
y e s t u d I a n d o
D e b e m o s  p u e s  a n a l  1 z a r  l o s  t r è s  s 1 g u 1 en  t e s  c a s o s :
1 . 1 . 5 .  C a s o  2
S u p o n e m o s  a q u  r q u e  e x i s t e  r  t a l  q u e  f ( r ) = r  y P n o  p e r t e n e c e  a r .
E x p r e s a m o s  I a s  e c u a c 1 o n e s  d e  f  e n  u n  s i s t e m a  d e  r e f e r e n c 1 a e n  q u e  r  
t e n g a  e c u a c i ô n  x g  = 0 .  En t a l  s i s t e m a  d e  r e f e r e n c 1 a l a s  e c u a c  i o n e s  
d e  f  s o n  l a s  d e  u n a  a f i n i d a d  ( i n v a r i a n z a  d e  l a  r e c t a  1 m p r o p  i a ) ,  y 
l a s  c o o r d e n a d a s  a f 1 n é s  d e  l o s  p u n t o s  d e  K j s ô n  f i n i  t a s  e n  d i c b o  
S I s t e m a  d e  r e f e r e n c 1 a , p o r q u e  s a b e m o s  p o r  c )  d e  I I e m a  2 q u e  r  n K  ^
= p .  S i  Sn e s  l a  s u p e r f i c i e  d e  e n  e s t e  s i s t e m a  d e  r e f e r e n c  i a ,
e s  un  n û m e r o  r e a l  f m i t o  y p o s i t i v o ,  y e x i s t e  u n  m ô d u l o  d e  a f i n i d a d  
t  € R , t a l  q u e  8 ^ + 1  = t - S ^ -  A d e m â s ,  c o m o  l a s  i n e  I u s  i o n e s  d e  l o s
p e n t â g o n o s  s o n  e s t r 1 e t  a s , t  e s  m e n o r  q u e  1 , y  p o r  t a n t o   ^ O ,  d e
d o n d e  H e s  u n  c u e r p o  c o n v e x o  d e  s u p e r f i c i e  n u  I a , e s  d e c i r ,  u n  
s e g m e n t o  o u n  p u n t o .  P r o b a r e m o s  l a  i m p o s 1 b 1 I 1 d a d  d e  l a  p r i m e r a
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h I pô  t e s  I s , 
c o n j e t u r a .
y d e  e l l o  s e  d e d u c i r â ,  e n  e s t e  c a s o ,  l a  v e r a c i d a d  d e  l a
S u p o n g a m o s  n = [ B C J . S e r ( a  f ( [ B C ] )  = f ( A  K^)  = n = [ B C ] . L a  
f r o n t e r a  de  [ BC]  s e  a p i i c a  e n  e l l a  m i s m a ,  p o r  l a  c o n t i n u i d a d  e 
i n y e c t  i v , d a d  d e  g = f / K , ,  d e  m a n e r a  q u e  D i e n  f ( B )  = B y f ( C )  = C , 
e n  c o n t r a d 1c c 1ô n  c o n  b)  d e l  I e m a  2 , o b i e n  f ( B )  = C y f ( C )  = B , e n
c u y o  c a s o  l a  r e s t r i c c i ô n  d e  f  a l a  r e c t a  A B , q u e  e s  u n a  
p r o y e c 1 1 V i d a d , s e r î  a u n a  i n v o l u c i ô n .  P e r o  s i  Q € F r ( K , )  n AB,  f ^ ( O )  
e F r ( K g ) , l u e g o  f ^ ( Q )  /  Q,  y e s t o  p r u e b a  q u e  f  / A B  no p u e d e  s e r  u n a  
i n v o I u c  i ô n . g
1 . 1 . 6 . C a s o  2 .
S u p o n e m o s  a h o r a  q u e  P p e r t e n e c e  a c a d a  r e c t a  r  t a l  q u e  f ( r )  = r , y  
q u e  P e s t â  a s o c i a d o  a u n a  r a T z  t r i p l e  d e  l a  e c u a c i ô n  c a r a c t e r î s t i c a  
d e  f .  L a s  f o r m a  c a n ô n  i c a  d e  l a s  m a t r i z  d e  f  y  s u  p o t e n c  i a e n ë s i m a ,  
s e r â n  r e s p e c t i v a m e n t e :
1 1 O
0  1 I
0 0 1
["J
H em os  s u p u e s t o  q u e  l a  r a T z  t r i p l e  a s o c i a d a  a P e s  1 y a  q u e  s i e n d o  f  
u n a  c o l i n e a c i ô n ,  p o d r  T a mo s  mu I t i p I  i c a r  I a p o r  u n a  c o n s t a n t e  r e a l  n o  
n u  I a  S i f u e r a  n e c e s a r i o .
E l  c a s o  q u e  e s t  a mo s  a n a l  i z  a n d o  e s  e l  û n i c o  c a s o  e n  e l  q u e  f  t i e n e  
r a T z  t r i p l e ,  p o r q u e  l a s  o t r a s  d o s  p o s i b l e s  f o r m a s  c a n ô n i c a s  e n  q u e  
f  t I e n e  u n a  r a T z  t r i p l e ,  c o r r e s p o n d e n  a l a  i d e n t i d a d  y a u n a  
e 1 a c  i ô n  c o n  t o d a  u n a  r e c t a  d e  p u n t o s  f i j o s  p a s a n d o  p o r  P,  1 1 e n e n  
i n f i n i t o s  p u n t o s  f i j o s  s o b r e  K , ,  e n  c o n t r a d i c c l ô n  c o n  b )  d e l  I e m a  
2 .
S e a  p u e s  f  l a  c o l i n e a c i ô n  c o n  l a  f o r m a  c a n ô n i c a  e s c r i t a  m â s  
a r r i b a .  P ( 1 , 0 , 0 )  e s  s u  û n i c o  p u n t o  f  i j o , y e s  p o r  t a n t o  e l  m i s m o  P 
o b t e n I  d o  p o r  e l  I e m a  2 .  S e a  X ( x g , % , , x g )  u n  p u n t o  g e n e r a l  d e  P g . y 
f " ( X ) = X ( n ) ( x g ( n ) , X , ( n ) , x g ( n j ) .  T e n e m o s :
Xx ( n )  = X + X n ♦ X 
0  O I T
X x , ( n )  = X ,
X x g ( n )
["J
x g  n 
* 2
Como Xg = X ,  = Xg = 0  n o  s e  v e n f i c a  p a r a  n m g û n  p u n t o  e n  P g ,  x g ( n )  
n o  e s  e l  p o l  i n o m i o  n u  I o , d e  f o r m a  q u e  p a r a  a l g û n  n g , n > n g  => 
x g ( n )  X O,  y l a s  c o o r d e n a d a s  a f  m e s  d e  X ( n )  e s t â n  b i e n  d e f i n i d a s :  
E s t a s  c o o r d e n a d a s  s o n  6 i ( h )  = x , ( n ) / x g ( n ) ,  i = 1 , 2 .  En  e s t a s
f  u n e  i o n e s  r a c i o n a l e s ,  f i j a d o  e l  p u n t o  X ,  e l  p o l m o m i o  d e  I d é n o m m a -
1 7
d o r  t i e n e  e l  g r a d o  m a y o r  q u e  e l  
e x c e p c i o n a l  e n  q u e  x , = x g  = O,
X ( X , 0 , 0 )  = P,  d e  d o n d e  X ( n ) = P
r e l a c i ô n  s e  v e r i f i c a  t a m b i é n  en
d e l  n u m e r a d o r ,  c o n  e l  û n i c o  c a s o  
y e n  e s t e  c a s o  X e s  p r e c i s a m e n t e
y p o r  t a n t o  X ( n )  ►P. P e r o  e s t a
e l  c a s o  g e n e r a l ,  y a  q u e  s e g û n  l a
o b s e r v a c i ô n  n e c b a  s o b r e  l o s  g r a d o s  d e  l o s  p o l  i n o m i o s  e n  e l  c a s o  
g e n e r a l ,  X ( n ) — ► ( 0 , 0 )  e n  c o o r d e n a d a s  a f m e s ,  y ( 0 , 0 )  e s  p r e c  i s a m e n ­
t e  l a  e x p r è s  i ô n  d e  P ( 1 , 0 , 0 )  e n  c o o r d e n a d a s  a f m e s .  Se n a  p r o b a d o  
q u e  p a r a  c u a l q u i e r  X € P g ,  X ( n ) ------- ►O. De e l l o  s e  d e d u c i r â  f à c i l m e n ­
t e  e n  1 . 1 . 8  l a  v e r i f  i c a c i ô n  d e  l a  c o n j e t u r a  e n  e s t e  c a s o .
En e s t e  c a s o ,  l a s  i t e r a c i o n e s  f  c o n v e r g e n  n a c i a  e l  p u n t o  f i j o  
a t r a c t i v o  P p a r a  c u a l q u i e r  p u n t o  d e  P g .  No o b s t a n t e ,  e s  i n t e r e s a n t e  
s e n  a I a r  q u e  l a  a p l i c a c i ô n  f  n o  e s  c o n t r a c t  i v a .
1 . 1 . 7 . C a s o  3 .
S u p o n e m o s  a b o r a  q u e  P e s  e l  p u n t o  f i j o  a s o c i a d o  a u n a  r a T z  d o b l e  d e  
l a  e c u a c i ô n  c a r a c t e r T s t i c a  d e  f ,  û l t i m a  p o s i b i l i d a d  q u e  n o s  q u e d a  
p o r  e x p l o r a r .







D o n d e  p y 1 , y a  q u e  e I  c a s o  p = 1 c o r r e s p o n d e  a u n a  r a T z  t r i p l e ,  
c o n c r e t  a men  t e  a l  c a s o  d e  l a  e I a c i ô n  , q u e  y a  h e m o s  d e s c a r t  a d o  e n  e l  
p u n t o  an  t e r  i o r .
L o s  p u n t o s  f i j o s  p a r a  f  s o n  P ( 1 , 0 , 0 )  € K , —  y a  q u e  e s t e  e s  e s  e l
p u n t o  f i j o  a s o c i a d o  a l a  r a T z  d o b l e  — , y 0 ( 0 , 0 , i ) q u e  n o
p e r t e n e c e  a K , ,  s e g û n  b)  d e l  I e m a  2 .  S i  c o n  l a  m i s m a  n o t a c i ô n  d e l
c a s o  a n t e r i o r  e s  X € Pg y X ( n  ) = f ‘’ ’ ( X ) ,  t e n d r e m o s :
X X Q ( n )  = X g  + X ,
X x , ( n ) r  
X x g ( n )  = XgP"^
S i e x c l u i m o s  e l  c a s o  X % Q,  e l  p o l i n o m i o  x g ( n )  n o  e s  e l  p o l i n o m i o  
n u l o ,  y n o  v a l e  c e r o  p a r a  v a  I o r e s  d e  n s u p e r i o r e s  a c i e r t o  n g .  P a r a  
e s o s  v a  I o r e s  d e  n , l a s  c o o r d e n a d a s  a f i n é s  d e  X ( n ) e s t â n  b i e n  
d e f I n I d a s .
N o s  p r o p o n e m o s  p r o b a r  e n  p r i m e r  l u g a r  q u e  | p | < 1 . L a  r e c t a  r  d e  
e c u a c i ô n  x , = 0  q u e  c o n t i e n e  l o s  p u n t o s  P y Q e s  i n v a r i a n t e  p o r  f .  
Su e c u a c i ô n  a f T n  e s  ç ,  = O,  y l a  r e s t r i c c i ô n  d e  f "  a r  t i e n e  
e c u a c i ô n  t, ( n )  = p " ^  . S e a  x E r  n K y I p I > 1.  L a  s u c e s  i ô n
2  2  1 ' '
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Lg  ( n ) n o  e s  t  a r  T a a c o t a c i a .  P e r o  e s t o  n o  e s  p o s i b l e ,  p o r q u e  e l  p u n t o  
X { n )  € r  n  K ,  y t i e n e  c o o r d e n a d a s  a f m e s  ( 0 , ^ g ( n ) ) ,  y p o d e m o s  
e n c o n t r a r  u n a  c o t a  p a r a  l a s  c o o r d e n a d a s  a f m e s  d e  l o s  p u n t o s  d e  
r  n  K , ,  p u e s  t o  q u e  e l  û n i c o  p u n t o  i m p r o p i o  d e  l a  r e c t a  r  e s  Q ,  y Q 
n o  e s  a d h é r e n t e  a r  O K . E s t a  c o n t r a d i c c i ô n  p r u e b a  q u e  | p | î i .  
L a  p o s i b i l i d a d  I p | = 1,  s e  r e d u c e  a p = - 1 ,  y a  q u e  s a b e m o s  q u e  p 
X 1.  Y Si  p = - 1 , l a  r e s t r i c c i ô n  d e  f  a r  s e r T  a u n a  i n v o l u c i ô n ,  l o  
q u e  s a b e m o s  q u e  n o  p u e d e  s e r ,  s e g û n  l a  a r g u m e n t a c i ô n  a l  r e s p e c t o  
p r e s e n t a d a  e n  e l  c a s o  1.  Q u e d a  c o m o  p o s i b i l i d a d  û m c a  | p | < t .
1 y X € P 2 ,  X X Q.  D e m o s t r a r e m o s  b a j o  e s t a s  
P.  B a s t a  o b s e r v a r  l a s  e c u a c  i o n e s  a f  i n é s  d e  f .
L a ( n )  ►O , d e  d o n d e  X ( n )  ► ( 0 , 0 ) .  s i e n d o
e s t e  û I t i m o  p u n t o  l a  e x p r è s  i ô n  d e  P e n  c o o r d e n a d a s  a f  i n é s .
S e a  a h o r a  | p | <
h I p ô t e s I  s  q u e  X ( n ) ------
Se t i e n e  E , ( n )  ►O,
V e m os  q u e  I a s  i t e r a c i o n e s  d e  f  c o n v e r g e n  h a c  i a e l  p u n t o  f i j o  a t r a c ­
t i v o  P,  e x c e p t o  e n  e l  c a s o  d e  Q,  q u e  e s  u n  p u n t o  f i j o  r e p u l s i v o ,  
p e r o  q u e  n o  p e r t e n e c e  a K , .
1 . 1 . 3 .  C o n c I  u s  i ô n
C o n c l u i m o s  l a  p r u e b a  d e  l a  c o n j e t u r a  e n  l o s  c a s o s  P y  3 .  o b s e r v a n d o
q u e  en  a m b o s  c a s o s , s i  X 
c e n t r a d a  e n  P y d e  r a d i o  
g r a n d e .  A , j ( n )  € B g ( P ) ,
p o r  t a n t o  n  K C B ( P)  , 
e
€ K , , X ( n ) -------►?.  F i j e m o s  u n a  b o  I a B g < P )
0 a r b  i t r a r I o  t .  P a r a  u n  n  s u f i c i e n t e m e n t e
1 € Z 5 . De a q u i  s e  d e d u c e  q u e  C B g ( P ) ,  y  
y d e  e l l o  c o n c l u i m o s  q u e  n  K = P . g
1 . 1 . 9 .  C o n s  t  r u  c ç 1 ôn  g r â f  i c a  d e  P
S i c o n o c e m o s  u n a  r e c t a  i n v a r i a n t e  p o r  f ,  o un  p u n t o  f i j o  d e  f ,  s e  
p u e d e  c o n s t r u I r  P c o n  r é g l a  y c o m p a s .  P a r a  e l l o ,  o b t e n e m o s  t o d o s  
l o s  p u n t o s  f i j o s  d e  f ,  y s e  I e c c  1 o n a m o s  e l  û n i c o  \ q u e  p e r t e n z c a  a K , 
L a  o b t e n c i ô n  d e  l o s  p u n t o s  f i j o s  d e  f  e s ,  en  g e n e r a l  , u n  p r o b l e m a  
d e  t e r c e r  g r a d o . P e r o  s i  s e  c o n o c e  un p u n t o  f i j o  o u n a  r e c t a  
i n v a r i a n t e  p o r  f ,  e l  p r o b l e m a  r é s u l t a  d e  s e g u n d o  g r a d o , y  p u e d e  s e r  
r e s u e  I t o  c o n  r é g l a  y c o m p a s .
P r e s e n t a m o s  e n  l a  f i g u r a  1 . 6  un e j e m p l o  de  e s t e  t i p o ,  d o n d e  l o s  
p u n t o s  B = ( A , g A , 3 )  . ( A , 4 A , 5 )  , A , ,  y A g ,  son c o l  1n e a I  e s . L a  l 1 n e a
r  q u e  l o s  u n e  d e b e  s e r  i n v a r i a n t e ,  p o r q u e  f  ( r  ) = f  ( B A , , ) = f - ( 8 ) A g ,
= A , , A g , = r . P odemos  o b t e n e r  l o s  p u n t o s  f i j o s  d e  f / r  c o n  r é g l a  y 
c omp a s  m e d 1 a n t e  un a  c o n s t r u c c i ô n  b i e n  c o n o c 1d a  { v e r  r e f .  [ S i ] ) .  Es  
i n t e r e s a n t e  s e n a l a r  q u e  a p I 1c a n d o  e l  t e o r e m a  d e  D e s a r g u e s  a l o s  
t r i â n g u l o s  A , g A , gAgg y A , 4 A , g A g g , s e  d e d u c e  l a  c o n c u r r e n c 1 a d e  l a s  
r e c t a s  A , g A , 4 ,  A , g A , 5 y A gç Ag g  e n  e t  p u n t o  Q,  q u e  e s  un p u n t o  f i j o ,  
p o r q u e  f (Q)  = f  ( ( A , g A , 4 )  . ( A , g A , 5 ) )  = ( A g g A g 4 ) . ( A g g A g g ) = Q .
R e c î p r o c a m e n t e ,  d e  l a  c o n c u r r e n c  i a  d e  I as  t r è s  l î n e a s  e n  Q,  
h u b i é r a m o s  p o d  i do d e d u c 1r  q u e  Q e s  f i j o  y qu e  l o s  p u n t o s  B , A , ,  y
^ 2 1 e s t â n  a l m e a d o s  en  u n a  r e c t a  r  i n v a r i a n t e .
O t r o  e j e m p l o  c a r a c t e r î s t i c o , e s  a q u e l  e n  q u e  K , e s  u n  p e n t â g o n o  
r e g u l a r .  En e s t e  c a s o  l a  I i n e a  d e l  i n f m i t o  t i e n e  t o d o s  s u s  p u n t o s  
f i j o s ,  f  e s  u n a  a p l i c a c i ô n  a f î n ,  y P e s  e l  c e n t r o  d e  I p e n t â g o n o  
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2 . 0 .  I N TR OD U CC I ON.
E l  p r e s e n t e  c a p î t u l o  e s t a  d e d t c a d o  i n t e g r a m e n t e  a l  e s î u d i o  d e  l a s  
I s o m e t r î  a s  l o c a l e s  e n  I o s  n u m é r o s  r e a l e s ,  c e n t r â n d o s e  en  p a r t i c u l a r  
e n  l a s  p r o p i e d a d e s  d e  m i n i m a l i d a d  d e  l a s  m i s m a s .
E l  p l a n  d e l  c a p T t u l o  e s  e I  s i g u i e n t e .  En e I  a p a r t  a d o  2 . 1 ,  s e  d a  l a  
d e f i n i c i ô n  d e  i n t e r c a m p i o  d e  i n t e r v a l  o s , y u n  a d e f i n i c i ô n  de
i . l . b . ,  q u e  p a r t e  d e  p r o p i e d a d e s  l o c a l e s ,  p a s â n d o s e  en  e I  a p a r t a d o  
2 . 2  a o b t e n e r  l a s  p r i m e r a s  p r o p i e d a d e s  g l o b a l e s  d e  l a s  i . l . b .  En e I  
a p a r t a d o  2 . 3  s e  c o n s  i g u e  c I  a s i f  t c a r  e I  d o m i n i o  d e  l a s  i . l . b .  e n  u n a  
p a r t e  p e r i ô d i c a  y u n a  p a r t e  a c T c M c a ,  d e  f o r m a  q u e  b a j o  c i e r t a  
h i p ô t e s i s  c o m p I e m e n t a r I  a a l a  d e f i n i c i ô n ,  q u e  l u e g o  d e s e m p e n  a t a m -  
b i ê n  u n  i m p o r t a n t e  p a p e  I e n  l a s  p r o p i e d a d e s  d e  l a s  ô r b i t a s ,  l a  
r e s t r i c c i ô n  d e  l a  i . l . b .  a l a  p a r t e  a c T c l i c a  s i g u e  s i e n d o  i . l . b .  En 
e I  a p a r t a d o  2 . 4  s e  p a s a  a e s t u d i a r  l a s  i . l . b .  a c T e l i c a s ,  e n c o n t r â n -  
d o s e  q u e  s u  e s t u d i o  p u e d e  s e r  r e d u c  i d o  a l  c a s o  e n  q u e  e I  d o m i n i o  
c o n s t e  d e  un  n û m e r o  f i n i t o  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  d i â m e t r o  
p o s i t i v o ,  I I a m a n d o s e  r . i .  a l a s  i . l . b .  d e  e s t e  t i p o .  En e l  a p a r t a d o
2 . 5 .  s e  o b t I e n e n  a l g u n a s  p r o p i  e d a d e s  d e  l a s  r . i . ,  y e n  e I  a p a r t a d o  
6 , q u e  e s  e I  n û c I e o  c e n t r a l  d e  I c a p T t u l o ,  s e  e s t u d i a n  l a s  p r o p  i e -  
d a d e s  d e  l a s  ô r b i t a s  d e  l a s  r . i .  a c î c l i c a s ,  o b t e n  i é n d o s e  b a j o  
h i p ô t e s i s  c o m p I e m e n t a r I  a s  I o s  t e o r e m a s  f u n d a m e n  t a i e s ,  q u e  s o n  e I  d e  
r e c u r r e n c i a , e l  d e  e s t r u c t u r a .  y e l  d e  m i n i m a l  i d a d .  F i n a l  m e n t e  en  
e I  a p a r t a d o  2 . 7  s e  c o n s i g e  u n a  f t e x i b i l i z a c i ô n  d e  l a  d e f i n i c i ô n  d e  
r .  I . . u t i l  en  l a s  a p i  i c a c i o n e s ,  y s e  e x  1 1 e n d e n  l o s  t e o r e m a s  f u n d a ­
men t a i e s  a r . i .  q u e  n o  s a t i s f a c e n  l a s  h i p ô t e s i s  c o m p I e m e n t a r i a s  
r e q u e r i d a s  en e l  a p a r t a d o  2 . 6 .
2 . 1 .  D E F I N I C I O N E S .
2 . 1 . 1 .  O e f I n I c I ô n  d e  i n t e r c a m b i o  d e  i n t e r v a I  o s  ( M . K e a n e  1 9 7 5 )
S e a  X = [ O , 1 [ y n > t un  e n t e r o  P a r a  c a d a  v e c t o r  d e  p r o b a b i I i d a d  :
o  - { Cl  ^ , Og , ..........Cl Q )
c o n  a .  > 0  , p a r a  c a d a  i ' i < n e s c r i b i m o s  :
Po = o £ a
J - 1
X ,  =
S e a  T u n a  p e r m u t a c i ô n  d e  I o s  s î m b o l o s  1 , 2 , 3 ............ , n . E n t o n c e s
: I d T ' l  ( 1 ) .................. o ? ' !  ( n )  )
E s  u n  v e c t o r  d e  p r o b a b i I i d a d  c o n  c o m p o n e n t e s  p o s i t i v a s ,  y p o d e m o s
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f o r r r u a r  I o s  c o r r e s p o n d  i e n  t  e s  P ^  y  X , ^  , i ‘ i S n .
B e f i n i m o s  a h o r a  T  : X  ►X  p o n i « n d o  :
T x  = X - 0 | - i  ♦ ) - 1
p a r a  c a d a  x € X , y c a d a  1 < i ! n .  T a p l i c a  i s o m é t r i c a m e n t e
c a d a  X ,  e n  e l  c o r r e s p o n d i e n t e  i n t e r v a I o  X , ^
L I a m a m o s  a T e l  i n t e r c a m o i o  d e  i n t e r v a I  o s  ( a ,  t ) .
L a s  t r a n s f  o r m a c  i o n e s  a s  T d e f m i d a s  n o  s o n  o t r a s  q u e  l a s  i s o m e t r  T a s  
a t r o z o s  d e l  i n t e r v a I o  q u e  p r e s e r v a n  e l  o r d e n . L o s  p u n t o s  d e  
d i s c o n t i n u i d a d  s o n  I o s  e x t r e m e s  d e  l o s  i n t e r v a I  o s  X j ,  e s  d e c  i r  I o s
9   ^ . p e r o  s e  c o n s e r v a  l a  c o n  1 1 n u  i d a d  a l a  d e r e c h a  e n  d i c n o s  p u n t o s .
2 . 1 . 1  C o n d i c i ô n  d e  m i n i m a l i d a d .
S i  t  e l  I n t e r c a m b  i o  d e  i n t e r v a I  o s  { a , t ) ,  e s c r i b i m o s ,  p a r a  c a d a  x € 
X ;
0 * ( x )  = ( T ^ x  ; t  > 1 I
0 - ( x )  = ( T ^ x  : t  î O i
0 ( x )  = 0 + ( x )  U 0 " ( x )
Decimos que T sat isfasce la condiciôn de minimalidad si  :
M l )  T es aperiôdica, es deci r  cada 0 (x) es i n f i n i t e  
M 2) Si F es una union f i n i  ta de intcnvalos semi abiertos  
cuyos puntos extremes pertenecen al conJunte numerabie :
n~!
z u 0 (pi)U I 
izO
Entonces TE z E impi ica E = X o E = ^
E l  i n t e r é s  d e  l a  c o n d i c i ô n  d e  m i n i m a l i d a d  r e s i d e  e n  e t  s i g u  « e n  t e  
r e s u  I t a d o
Teùrcma ( Keane 1975 ) :  T sat isface la condiciôn de minimalidad si
Y sôlo s i  0 (x) es dense en X para cada x  € X.
2 . 1 . 2 .  O e f i  n i c i ô n  d e  i s o m e t r T  a l o c a l
Sea S C un con Junto localmente conexo y acotado. f:S  es
una i sometrTa lo ca l b i yect i va s i es una b iyecc iôn  con un conJunto  
f i n i t o  X ( f )  de puntos de d iscon tinu idad  -  que llamaremos puntos de 
cambio -  y ta l que s i x € S es un punto no a is la d o , e x is te  un 
in te rv a le  I (X) de diâm etro p o s it iv a  ta l  que:
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-  X e I (X)  c  s
- f / ! ( x )  es una isometrTa
Las ! sometrî as locales son b i yecci ones que transportan de forma 
i sométr i ca cada punto no aislado Junto con todo un intervalo que lo 
contiene .
P a r a  i n d i c a r  q u e  f  e s  u n a  i s o m e t r T a  l o c a l  b i y e c t i v a  e s c r i b i r e m o s  d e  
a q u f  e n  a d e I  a n  t e  : f  e s  u n a  i . l . b .
S i  p a r a  c a d a  i n t e r v a l o  I ( x )  t a l  q u e  f / 1 ( X )  e s  i s o m e t r î  a , s e  s a b e  
a d e m â s  q u e  l a  i s o m e t r  r a e s  c r e c  i e n t e , e n t o n c e s  d i r e m o s  q u e  f  e s  
o r  i e n t a b I e .
En l a  s i g u i e n t e  f i g u r a  s e  r e p r é s e n t a  u n  e j e m p l o  d e  i s o m e t r î  a l o c a l .
<> J
-  r  I--------
f  i g .  2 . 1
2 . 2 .  PROP I EDADES GL OB A L E S  DE LA S  I SO M E T R I A S L OC A L E S  B I Y E C T I  VAS
En e s t e  a p a r t a d o  s e  e s t u d i a n  l a s  c o n s e c u e n c i a s  e n  e l  c o m p o r t  a m i e n t o  
g l o b a l  d e  l a s  i . l . b .  d e  s u  d e f i n i c i ô n ,  q u e  s e  b a s a  e n  p r o p i e d a d e s  
d e  c a r â c t e r  e s e n c i a  I m e n t e  l o c a l .  An t e s  d e  a b o r d a r  s u  c o m p o r t  a m i e n  t o  
r e s p e c t o  a l a s  i t e r a c  i o r i ^ es , q u e  e s  e l  o b j e t  i v o  d e l  c a p î t u l o ,  e n  
e s t e  y l o s  s i  g u i  e n t e s  a p a r t a d o s  p o n d r e m o s  l a s  b a s e s  q u e  n o s  
p e r m i t i r â n  u n a  c l a s i f i c a c i ô n  p r e v i a  d e  l a s  i . l . b .  n e c e s a r  i a p a r a  e l  
e s t u d I o  p o s t e r i o r  d e  s u s  i t e r a c i o n e s .
2 . 2 . 1  C o n s e r v a c  i ô n  d e  l a  med  i d a
-^S una / .  I .b.  Si A C S es medible Lebesgue, entonces seSea f i
ve r i f i ca  que la medida de A, L(A), coincide con L(f~^(A))
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E I s u b c o n j u n t o  K d e  l o s  p u n t o s  a i s  I a d o s  d e  S e s  n u m e r a b l e ,  y  b a s t a  
p o r  t  an  t o  p r o b a r  q u e  s i  u n  c o n j u n t o  m e d i b l e  A e s t a  i n c l u i d o  e n  S -  K , 
s e  v e r i f i c a  l a  c o n d i c i ô n  e x p u e s t a .  P e r o  l o s  p u n t o s  d e l  c o n j  u n  t o  
X ( f )  d I V i d e n  l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  S -  K , q u e  s o n  i n t e r v a l o s  
d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o ,  en  i n t e r v a I  o s  e n  c u y a  r e s t r i c c i ô n  f  e s  c o n t i ­
n u a .  Es  f â c i I  v e r  q u e  l a  r e s t r i c c i ô n  d e  f  a c a d a  u n o  d e  e s o s  
I n t e r v a I  o s , h a  d e  s e r  u n a  i s o m e t r î  a d e  l a  r e c t a ,  y a  q u e  s i  d o s
p u n t o s  d e  u n o  d e  t a i e s  i n t e r v a I  o s  s e  v i e r a n  t r a n s p o r t a d o s  c a d a  u n o
j u n t o  c o n  t o d o  u n  s u b i n t e r v a I o , d e  f o r m a  i s o m é t r  i c a ,  p o r  d o s  i s o m e ­
t r  T a s  d I f e r e n t e s , d e b e r  T a h a b e r  e n t r e  a m b o s  a l g û n  p u n t o  d e  d i s c o n -  
t i n u i d a d .  De e s t e  h e c h o  s e  d e d u c e  i n m e d i a t a m e n t e  e l  t e o r e m a . g
2 . 2 . 2 .  C o m p o n e n t e s  i s o m ô t r  i c a s
E l  r a z o n a m i  e n t o  a n t e r i o r ,  p r u e b a  a d e m â s  q u e  f  e s  u n a  i s o m e t r  T a a 
t r o z o s .  L a  s i g u i e n t e  d e f i n i c i ô n ,  e s  d e  u s o  c o n s t a n t e .
Llamaremos in te rva lo  isométrico a todo in terva lo  / ta l que f / l  es 
i sometrTa. Las componentes i sométr i cas se definen como i n te rva I os 
i sométr i COS maximales.
2 . 2 . 3  P r o p  i e d a d e s  d e  I a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r  i c a s .
C a d a  p u n t o  e s t a  c o n t e n i d o  en  u n a  c o m p o n e n t e  i s o m é t r i c a ,  y a  q u e  l a  
d e f i n i c i ô n  d e  i . l . b .  g a r a n t i z a  q u e  n o  e s  v a c T a  l a  f a m i l i a  d e  l o s  
i n t e r v a I  o s  i s o m é t r i c o s  q u e  c o n  t  i e n e n  un  p u n t o  y l a  c o m p o n e n t e  
i s o m é t r I c a  d e  un  p u n t o  x , q u e  d e n o t a r e m o s  p o r  j ( x ) ,  s e  o b t i e n e
c o mo  u n i o n  d e  t o d o s  l o s  i n t e r v a I  o s  d e  d i c h a  f  am i l i a .  S i  e l  p u n t o  x
e s  a i s l a d o ,  J ( x )  s e  r e d u c e  a l  p u n t o .  En c a s o  c o n t r a r i o  J ( x )  e s  un  
i n t e r v a l o  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o .
De e s t a  f o r m a  l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s  f o r m a n  u n a  p a r t  i c i ô n  d e  S 
e n  I n  t e r v a  I o s  i s o m é t r i c o s . O i c h a  p a r t  i c i ô n  e s  mâ s  f i n a  q u e  l a  
p a r t  i c i ô n  en  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s .
L o s  e x  t r e m o s  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s  n o  p u e d e n  s e r  p u n t o s  
d e  I c o n j u n t o  l n t ( S ) - X ( f )  p o r q u e  s i  l o  f u e s e n  , s e g û n  l o  e x p u e s t o  
mâs  a r r i b a  r e s p e c t o  d e  l o s  p u n t o s  d e  d i c h o  c o n j  u n t o , l o s  i n t e r v a I  o s  
m a x i m a l e s  p o d r î a n  amp I i a r s e . De e l l o  s e  d e d u c e  q u e  d i c n o s  e x t r e m e s  
s o n  p u n t o s  f r o n t e r a  d e  S o p u n t o s  d e  X ( f ) .  De h e c n o ,  l o s  e x t r e m e s  
d e  l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s  q u e  e s t â n  c o n  t e n i d o s  e n  S c o i n c i d e n  
c o n  l a  u n i o n  d e  l o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  y l o s  p u n t o s  f r o n t e r a  d e  S 
i n e  I u I  d o s  e n  S.  P o r  o t r a  p a r t e  e s  c l a r e  q u e  l o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  
d e b e n  s e r  i n t e r i o r e s  a S.  T o d o  l o  d i c n o  s e  e x p r e s a  e n  l a s  f ô r m u l a s :
i )  X f f ;  c m t ( s )
i i )  u  F r(J (x ))  c Fr(S) U X (f)  
x€S
i i i)  U ( F r ( j ( x ) )  n  S ) = ( Fr(S) n  S ) U X(f)  
x€S
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Se h a  û b s e r v a d o  m â s  a r r i b a  q u e  l a  p a r t i c i ô n  d e l  d o m i n i o  S d e  u n a
I . l . b .  e n  c o m p o n e n  t e s  t so r né  t  r  t c a s  e s  m â s  f i n  a q u e  l a  p a r t i c i ô n  en  
c o m p o n e n t e s  c o n e x a s .  C a d a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  e s t  â d i v i d i d a  e n  
c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s .  De h e c n o  s o n  l o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  l o s  q u e  
s e p a r a n  e n t r e  s T l a s  d i f e r e n t e s  c o m p o n e n t e s  i s o m é  t r i c a s  d e  u n a  
c o m p o n e n t e  c o n e x a ,  d e  m a n e r a  q u e  s i  u n a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  n o  
c o n t i e n e  p u n t o s  d e  c a m b i o ,  e n t o n c e s  c o i n c i d e  c o n  u n a  c o m p o n e n t e  
I s o m é t r i c a . S i  d é s i g n â m e s  p o r  e l  n û m e r o  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s ,  
p o r  N , e l  d e  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r  i c a s  y p o r  N.  ^ e l  d e  p u n t o s  d e  
c a m b i o ,  s e  p r u e b a  f â c i I m e n t e  q u e ;
IV )  N , = Ne *
M a n t e n i e n d o  v a l i d e z  e s t a  r e l a c i ô n  i n e  I u s o  s i  Ng o N j  s o n  i n f i n i t é s .
2 . 3 .  PARTE P E R I O D I C A  DE UNA I . L . B .
En e s t e  a p a r t a d o  n o s  p r o p o n e m o s  c I  a s  i f  i c a r  l o s  p u n t o s  d e  I 
d e  u n a  i . l . b .  e n  d o s  t i p o s :  a q u e l l o s  q u e  s o n  p e r i ô d i c o s ,  y 
n o  l o  s o n .  Se  p r o b a r â  q u e  b a j o  c i e r t a s  c o n d i c i o n e s ,  
d e  l a  i . l . b .  a l a  p a r t e  n o  p e r i ô d i c a  e s  u n a  i . l . b .  
n e c e s a r  i a s  para e l l o  m o t i v a n  l a  i n t r o d u c c i ô n  d e  l o s  c o n c e p t o s  d e
I . l . b .  r e g u I a r  y  s e m i r r e g u I a r . Se a n a l i z a  c o m p I e t a m e n t e  
t r u c t u r a  d e  l a  p a r t e  p e r i ô d i c a ,  
h a c e s  d e  c i c l o s .
d o m I n  i o 
l o s  q u e  
I a r e s t  r i c c i ô n  
L a s  c o n d  i c i o n e s  
« 
e s
a g r u p a n d o  s u s  p u n t o s  en  c i c l o s  y
2 . 3 .  t . D e f I n I c I  o n e s
S e a  f : S------- ►S u n a  a p l i c a c i ô n  c u a l q u i e r a .  R e c o r d a m o s  l o s  s i g u  i e n  t e s
c o n c e p t o s  d e  u s o  h a b i t u a i  en  t e o r i a  d e  i t e r a c i o n e s  :
e I e m e n t o s  d e
f  ( .< I ) = ' ^1+1
C i c l o  d e  o r d e n  K o k - c i c l o ,  e s  
S d I f e r e n  t e s  d o s  a d o s ,  l x ,  ) ,  1
1 i i (  k  y f ( x ^ ) -  X 1 .
k - 1 u p  I a d e  
k  t a i e s  q u e
I I )  f  e s  p e r i ô d i c a  en  
e s  d e c  I r , s i  p a r a  c i e r t o  k € 
un  k -  c i c l o  s e  I l a m a n  c T c I  i c o s  o 
f  e s  p e r i ô d i c a  o o r  p u n t o s  s i  e s  
q u e
X €
c e S SI  X p e r t e n e c e  a a l g u n  c i c l o ,  
N e s  f  ( X  ) = X .  L o s  e I e m e n t o s  d e
p e r  I ô d I c o s  d e  o r d e n  k .  Se d i c e  q u e  
p e r  I ô d I c a  e n  c a d a  x € S.  Se d i c e
f  e s  p e r i ô d i c a  en  S s i  p a r a  a l g û n  k e s  f * ' ( x )  = p a r a  c a d a
2 . 3 . 2 .
Es  f â c i l  o b t e n e r  e l  s i g u i e n t e  r e s u  I t a d o : Si f :  .
/  C es un conjunto S-cerrado ta l que f(C) = C, 
a S-C es también una i . l . b .
 kS es una i . l . b .
la res tr icc iôn  de f
En p a r t i c u l a r ,  c o m o  
p o d e m o s  q u i t a r  u n
l o s  c i c l o s  v e r  I f I  c a n  l a s  
c i c l o  d e I  d o m i n i o ,  y l a
c i t a d a s  c o n d i c i o n e s , 
r e s t r i c c i ô n  d e  f  a l
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c o n j u n t o  r e s t a n t e  s e r  â i . l . b .  D e s g r a c  i a c i a m e n t e  n o  s e  p u e d e  p r o c é d e r  
a q u i t a r  t o d o s  I o s  c i c i o s  d e  u n o  en  u n o  h a s t a  c o n s e g u i r  u n a  i . l . b .  
S i n  c I c I  o s . y a q u e  l o s  c i c I  o s  s e  p r e s e n t a n  p o r  l o  g e n e r a l  e n  c a n t i - 
d a d  n o  f i n i t a  e  i n c I u s o  n o  n u m e r a b l e .  U t i l i z a n d o  e l  r e s u l t a d o  d e  
m â s  a r r i b a ,  p o d r e m o s  n o  o b s t a n t e  p r o c é d e r  a r e t i r a r  l o s  c i c I  o s  p o r  
g r u p o s  q u e  I I a m a r e m o s  h a c e s  d e  c i c l o s .
S i n  e m b a r g o  l o  q u e  sT p o d r e m o s  s u p o n e r  d e  a h o r a  e n  a d e I  a n t e  e s  q u e  
n o  h a y  p u n t o s  c T c M c o s  e n  X ( f ) .  En e f e c t o ,  s i  l o s  h u b  i e r a , c o m o  
X ( f )  e s  un  c o n j u n t o  f i n i  t o , l o s  p o d r T a m o s  r e t i r a r  u n o  a u n o  j u n t o  
c o n  t o d o  s u  c i c l o  a p l i c a n d o  e l  r e s u l t a d o  m e n c i o n a d o  e n  e s t e  
p u n t o  u n  n û m e r o  f i n i  t o  d e  v e c e s .
2 . 3 . 3 .  I n t e r v a  I o s  K -  i s o m é t r  i c o s  w -  i s o m é t r  i c o s  .
Sea f  una i. I.t>. en S. Un î nterva ! o J i nc ! u i do en S es K- i somé t r  i co 
s i  ve r i f ica :
f '  (J) n X (f)  = /  O î  i < K
Se c o n s i d é r a  f ®  = i d .
Un i n t e r v a l o  1 - i s o m é t r  i c o  e s  s i m p I e m e n t e  u n  i n t e r v a l o  i s o m é t r i c o .
L a  p r o p i e d a d  q u e  s e  d é r i v a  i n m e d i a t a m e n t e  d e  e s t a  d e f i n i c i ô n  e s  l a  
s I g u I  e n t e  ;
S i  J  e s  K - i s o m é t r  i c o , f  ' /  J  e s  i s o m e t r î  a s i  1 î i j: k  .
F i n a l  m e n t e  I I  amamos a un in terva lo J u - i  somé t r  i co s i  es k-  
isométrico para cualquier K € N. Si J v e r i f ic a  ta l condiciôn, se 
cumple que f^ /J  es i sometr Ta para cuaIqu i er R € N.
2 . 3 . 4 .  C o m p o n e n  t e s  c î c I i c a s  y. h a c e s  d e  c i c I o s
S e g u i m o s  s u p o n i e n d o  -  v e r  2 . 3 . 2 .  -  q u e  e n  X ( f )  n o  h a y  p u n t o s  c T c l  i -
c o s .  E n t o n c e s ,  s e  p u e d e  p r o b a r  q u e  s i x  €  S es un punto cTclico de 
orden K, hay un in terva lo  I(X) compuesto de puntos cTclicos de 
orden 2K que v e r i f ic a  x € I(X) C S, e ! (x) es S-abierto.  T a l  
i n t e r v a l o  s e  o b t  i e n e  t o m a n d o  u n a  S - b o l a  c e n t r a d a  en  x y d e  r a d i o  l o  
s u f  i c I  e n t e m e n t e  p e q u e n o  p a r a  q u e  n o  h a y  a e n  e I  I a p u n t o s  d e  I 
c o n j u n t o :
k  -  I
D = U f - ' ( X ( f ) )
I =0
E s t o  e s  p o s i b l e  d e b i d o  a q u e  D e s  f i n i t o  y a q u e  x n o  p u e d e  e s  t  a r  
e n  D SI  h em o s  s u p u e s t o  q u e  e n  X ( f )  n o  h a y  p u n t o s  c T c l  i c o s . En  e s t a s  
c o n d i c i o n e s  I ( x )  e s  k - i s o m é t r i c o . D e s c a r t a n d o  e l  c a s o  t r i v i a l  d e  
q u e  X s e a  u n  p u n t o  a i s l a d o ,  e n  c u y o  c a s o  I ( x ) = x v e r i f i c a  l o
r e q u e r i d o ,  x p u e d e  s e r  o b i e n  e x t r e m o  d e  u n a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  d e  
S,  o b i e n  i n t e r i o r  a S.  En e l  p r i m e r  c a s o  f * ^ / i  ( x )  e s  u n a  i s o m e t r î  a 
q u e  a p l  i c a  x e n  x y n o  p u e d e  s e r  d e c r e e i e n  t e  o x n o  s e r  î a u n  p u n t o  
f r o n t e r a  d e  S.  De e l l o  s e  d e d u c e  q u e  d i c n a  a p l i c a c i ô n  e s  u n a
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I s o me  t r T a  c r e c  i e n t e  e n  l ( : < ) ,  e s  d e c i r ,  l a  i d e n t i d a d .  S i  x es  
i n t e r i o r  a S,  p o d e m o s  e s c o g e r  I ( x )  l o  s u f i c i e n t e m e n t e  p e g u e n o  p a r a  
q u e  e s t é  I n c  I u I d o  en  s u  I ' o m p o n e n t e  c o n e x a ,  e s  d e c  i r  p a r a  q u e  s e a  
u n a  b o  I a c e n t r a d a  en  x ( e n  e l  c a s o  g e n e r a l  e r a  u n a  S - b o i a  ) .  
E n t o n c e s  f * ' / l ( x )  a p l i c a  i s o m é t r  i c a m e n t e  l ( x )  s o b r e  l ( x ) .  En e l  
c a s o  d e  q u e  f u e r a  u n a  i s o m e t r T  a d e c r e e  « e n t e , ( x )  s e r  T a I a
II d e n  11 d a d .
D e f I n I m o s  I a componente c îc l  ica de  un  p u n t o  k - c T c l  i c o  x como e! 
in te rva lo  P(x) maximal que contiene a x y en el que f*^/P(x) es 
isometrTa. T a l  i n t e r v a l o  e s  n o  v a c i o ,  s e g u n  l o  r a z o n a d o  m â s  a r n b a .  
E l  m i s m o  r a z o n a m i e n t o , j u n t o  a I c a r a c t e r  m a x i m a l  d e  P ( x )  p r u e b a  q u e  
t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  d i c n o  i n t e r v a l o  s o n  S -  i n t e r i o r e s  a é I y p o r  
t a n t o  s e  t r a t a  d e  u n  i n t e r v a l o  S - a b i e r t o .
A d e m â s  s a b e m o s  q u e  e s t â t o d o  é I f o r m a d o  d e  p u n t o s  k - c T c l  i c o s  o 2 k -  
c Î  c I  I c o s .
D e f  I n I mo s  haz c T d ico  d e  un  p u n t o  k - c î c l  i c o  x como el conjunto H(x) 
union de todos los cTdos de los puntos que estân en la componente 
cTclica de x. E s  c l a r o  q u e  H ( x ) s e  o b t i e n e  t a m b i é n :
k -  1
H ( X )  = U P ( f ' ( X ) )
I r O
F i n a l  men t e  o b s e r v a r e m o s  q u e  l a  c o m p o n e n t e  c î c l  i c a  d e  un  e I e m e n  t o  
c T c I  ICO e s  w - I s o m é  t  r  i c a . Mâs a d e I  an  t  e s e  p r o b a r â  q u e  l a  û n i c a  
c 1a s e  p o s i b l e  d e  m t e r v a l o s  w - i s o m é  t  r i c o s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o  q u e  
p u e d e  h a b e r  s o n  l o s  s u b  i n t e r v  a I o s  d e  u n a  c o m p o n e n t e  c T c M c a .
2 . 3 . 5 .  H a c e s  d e  C i c l o s  S - c e r r a d o s .
En e s t e  p u n t o  v a m o s  a c a r a c t e r i z a r  l o s  h a c e s  d e  c i c l o s  S - c e r r a d o s .  
P r o b a r e m o s  q u e  e l  c o n j u n t o  C d e  t o d o s  e l l o s  e s  S - c e r r a d o  y p o r
t a n t o  a é l  s e  p u e d e  a p l i c a r  l o  d i c h o  en 3 . 3 . 2 .  y p o d e m o s  r e t i r a r
a s  î t o d o s  l o s  h a c e s  d e  c i c I  o s  S - c e r r a d o s  d e  S,  s i e n d o  l a  r e s t r i c -  
c i ô n  d e  f  a l  c o n j u n t o  r e s t a n t e  u n a  i . l . b .  S u p o n d r e m o s , c o mo  en  l o s  
an t e r  I o r e s  p u n t o s ,  q u e  e n  X ( f )  n o  h a y  p u n t o s  c î c I  i c o s .
S u p o n g a m o s  q u e  e l  h a z  de  c i c I  o s  d e  c i e r  t o  p u n t o  x k - c i c l i c o ,  H ( x ) ,
e s  t a l  q u e  en  s u  a d h e r e r  c i a  r e l a t i v a  a S n o  h a y  p u n t o s  d e  c a m b i o .
De e s t a  f o r m a  l o s  e x t r e m e s  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  c T c I  i c a s  q u e  f o r m a n  
H ( X ) n o  p u e d e n  s e r  p u n t o s  d e  c a m b i o  n i  t a m p o c o  p u e d e n  s e r  p u n t o s  
c u y a  I m a g e n  p o r  u n a  i t e r a c i ô n  d e  f  s e a  un  p u n t o  d e  c a m b i o  y a  q u e  en 
t a l  c a s o  l a  i m a g e n  d e  l a  c o m p o n e n t e  c î c l  i c a  p o r  l a  c o r r e s p o n d i e n  t e  
I t e r a c I ô n  t e n d r f a ,  p o r  c o n t i n u i d a d ,  un  e x t r e m o  e n  X ( f ) . E s t o  p r u e b a  
q u e  l a s  I t  e r a c I  o n e s  de  f  s o n  s i e m p r e  c o n t i n u a s  e n  l o s  e x  t r e m o s  de  
l a s  c o m p o n e n t e s  c T c I  i c a s  d e  H ( x )  s i  d i c h o s  e x t r e m e s  p e r t e n e c e n  a S.  
D i c h o s  e x t r e m e s  d e b e n  s e r  e n t o n c e s  c î c l i c o s  y p o r  l a  m a x i m a l i d a d  de  
l a s  c o m p o n e n  t e s  c î c l  i c a s , d e b e n  p e r t e n e c e n  a e I  l a s .  E s t o  p r u e b a  q u e  
l a s  c o m p o n e n  t e s  c î c l  i c a s  d e  H ( x )  s o n  S - c e r r a d a s .  De a q i i î  s e  d e d u c e  
q u e  H ( x )  e s  u n i o n  f i n i t a  d e  S - c e r r a d o s ,  y p o r  t a n t o  S - c e r r a d o .
P o r  o t r a  p a r t e ,  s i  H ( x )  e s  S - c e r r a d o ,  e n  s u  a d h e r e n c i a  r e l a t i w a  a
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s ,  q u e  c o i n c i d e  c o n  H ( x ) ,  n o  p u e d e  h a b e r  p u n t o s  d e  c a m b i o ,  y a  q u e  
e s  t  o s  s e r  î  an  c î c l i c o s .  H e mo s  p r o b a d o  a s î :
H(x) es S-cerrado < = > H(X) n S n X (f)  -  /
F i n a l  men  t e  p r o b a r e m o s  q u e  la union C de todos los haces de c ic lo s  
S-cerrados es S-ccrrada. Como c a d a  h a z  d e  c i c l o s  S - c e r r a d o  s e  
o b t I e n e  c omo  u n i o n  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  S,  l a  u n i o n  d e  t o d o s  
e l l o s  t a m b i é n  s e  p o n e  c o m o  u n i o n  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  S.  
N a t u r a I  men  t e  t a m b i é n  S - C  e s  u n i o n  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s .  C omo  S e s  
l o c a l m e n t e  c o n e x o ,  c a d a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  s u y a  e s  S - a b i e r t a ,  p o r  l o  
q u e  S - C  e s  S - a b i e r t o  y C e s  S - c e r r a d o . g
2 .  3 . 6 .  I s o m e t r î  a s  l o c a l  e s  r e g u  I a r e s  y. s e m i r r e g u  I a r e s
O e b e m o s  a h o r a  p r o c é d e r  a r e t i r a r  l o s  h a c e s  d e  c i c l o s  q u e  n o  s o n  S -  
c e r r a d o s .  P a r a  q u e  e l l o  s e a  p o s i b l e  e s  p r e c i s o  i n t r o d u c i r  u n a
h i p ô t e s i s  c o m p I e m e n t a r I  a l a  de  r e g u I a r  i d a d , q u e  m as  t a r d e  j u e g a  
un  i m p o r t a n t e  p a p e  I en  e l  e s t u d i o  d e  l a s  i t e r a c i o n e s  d e  f . V e r e m o s  
q u e  t a m b i é n  p u e d e  u t i l i z a r s e  o t r a  h i p ô t e s i s  m a s  d é b i l ,  l a  d e  
s e m i r r e g u I a r i d a d .
Sea f :  S una i. I.b . con puntos de cambio en X (f)  ta ! que
(X ( f )  ) n X ( f)  -  /  para todo n € N. Entonces decimos que f  es
regular. La condiciôn de reguIaridad se puede también expresar a s î :
f~'^(X(f)) n X (f)  -  y  para todo n € N.
L a  p r o p i e d a d  f u n d a m e n t a l  d e  l a s  i . l . b .  r e g u I  a r e s  e s  l a  s i g u i e n t e :
Si f  es una i.  I .b . regular entonces todas las iteraciones de f
también son i . l . b .  y por an ad i dura reguI ares.
S e a  en  e f e c t o  f  u n a  i . l . b .  r e g u l a r  en  S,  y c o n s i d e r e m o s  u n a  i t e r a d a  
c u a l q u i e r a  s u y a ,  g = f  , K 6 N.  C o n s  i d e r e m o s  t a m b i é n  e l  c o n ­
j u n t o
k -  1
D = U f - ' (X ( f ) )
I =0
S i X n o  e s t a  e n  0 ,  t o m a n d o  u n a  S - b o l a  c e n t r a d a  e n  x y d e  r a d i o
s u f I c I  e n t e m e n t e  p e q u e n o  p a r a  n o  i n c l u i r  p u n t o s  d e  0 , o b t e n e m o s  un  
i n t e r v a l o  k - i s o m é t r i c o , q u e  e s  de  d i â m e t r o  p o s i t i v o  s i  x n o  e s  
a i s l a d o .  D i c h o  i n t e r v a l o  e s  e l  l ( x )  r e q u e r i d o  e n  l a  d e f i n i c i ô n  d e
I . l . b .  p a r a  q u e  g l o  s e a .  E s t a  p r o p i e d a d  l a  t i e n e n  l o s  p u n t o s  x q u e  
n o  e s t â n  en  D i n c I u s o  s i  f  n o  e s  r e g u l a r .
S i X e s t a  e n  D,  l a  r e g u I a r i d a d  h a c e  q u e  l a  d i s t a n c i a  de  x a D -  | x |
s e a  p o s i t i v a ,  y n u e v a m e n t e  p o d e m o s  e n c o n t r a r  e l  i n t e r v a l o  
r e q u e r i d o .  Como p o r  o t r a  p a r t e  l o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  d e  g ,  X ( g ) ,
e s t â n  i n c l u i d o s  e n  e l  c o n j u n t o  f i n i  t o  D,  r é s u l t a  q u e  g e s  i . l . b .  e n
S.  I
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L a  c o n d i C i ô n  d e  r e g u I a r i d a d , s u f i c i e n t e  p a r a  q u e  I a s  i t e r a d a s  d e  f  
s e a n  i . l . b .  e n  S,  n o  e s  s i n  e m b a r g o  n e c e s a r i a . Se p u e d e  s u b s i e t u i r  
p o r  o t r a  m â s  d é b i i ,  l a  e x i g i d a  e n  l a  s i g u i e n t e  d e f i n i c ô n :
Una i.  I.b. en S es semi rreguIar s i para todo punto no aislado x € S 
Y  para todo K € N, podemos encontrar un in terva lo  k-isométrico I(x )  
de diâmetro pos it ivo  ta l que x € I ( x ) .
O b s é r v e s e  q u e  e s t o  e s  m a s  f u e r t e  q u e  e n c o n t r a r  un  i n t e r v a l o
i s o m é t r i c o  p a r a  l a  i t e r a d a  k - e s i m a .  E x i g e  q u e  t a m b i é n  s e a  i s o m é t r i ­
c o  p a r a  t o d a s  l a s  a n t e r i o r e s  . P o r  t a n t o  s i  f  e s  s e m i r r e g u I a r , 
t o d a s  l a s  s o n  t a m b i é n  i s o m e t r  r a s  l o c a l e s .
2 . 3 . 7 .  R e s u l t a d o  f i n a l .
L o s  h a c e s  d e  c i c l o s  r e s t a n t e s ,  u n a  v e z  r e t i r a d o s  d e  S l o s  h a c e s  S -  
c e r r a d o s , s o n  a q u e l  l o s  c u y a  S - a d h e r e n c  i a c o r t a  a X ( f )  . No p u e d e n  
s e r  s i n o  un  n û m e r o  f i n i t o ,  p o r q u e  c a d a  p u n t o  d e  X ( f ) ,  q u e  s u p o n e m o s  
c o m o  s I e m p r e  n o  p e r i ô d i c o ,  c omo  n o  p u e d e  p e r t e n e c e r  a l  i n t e r i o r  d e  
l a s  c o m p o n e n t e s  c T c I  i c a s  d e  un  h a z  d e  c i c l o s ,  p u e d e  s e r  e x t r e m o  d e  
a 1o s umo  d o s  c o m p o n e n  t e s  c î c l  i c  a s  y  p o r  t a n t o  d e  d o s  h a c e s  c T c l i -  
c o s ,  e l  n û m e r o  d e  e s t o s  p u e d e  d u p i i c a r ,  c o mo  m â x i m o ,  a l  d e  p u n t o s
d e  X ( f ) .  De a q u î  s e  d e s p r e n d e  q u e  s i  f  e s  r e g u I a r  o s e m i r r e g u I a r ,
l o s  p o d r e m o s  r e t i r a r  u n o  a u n o ,  a p l  i c a n d o  l a  s i g u i e n t e  p r o p o s i c  i ô n :
i )  Si f  es regular en S, H(x) es el haz de c ic los de un
eIemento k - c fc I i  co x y S' = S - H(x), g -  f /S '  es una i . l . b .  en S'.
En p r i m e r  l u g a r  s e  o b t  i e n e  f â c i  I men  t e  l a  c o n e x i ô n  l o c a l  de  S ' .  
T a m b i é n  e s  c l a r o  q u e  X { g )  e s  f i n i t o .  S i  z e s  un  p u n t o  d e l  S ' -  
i n t e r i o r  d e  S ' ,  t o m a n d o  u n  i n t e r v a l o  l ( z )  en  e !  q u e  f  a c t û e  
I s o m é t r I c a m e n t e  y c o n  d i â m e t r o  l o  s u f i c i e n t e m e n t e  p e q u e n o  p a r a  q u e  
e s t é  i c I u I  d o  e n  S ' ,  s e  t i e n e  e l  i n t e r v a l o  r e q u e r i d o  en  l a  d e f i n i -  
c I ô n  d e  i . l . b .  p a r a  q u e  g l o  s e a .  S i  z € S '  n o  e s  un p u n t o  S ' -
i n t e r i o r  d e  S ' ,  e s  un  p u n t o  f r o n t e r a  d e  a l g u n a  c o m p o n e n t e  c î c l i c a  P
d e  H ( x ) .  E n t o n c e s ,  p a r a  a l g û n  i 6 N f ' ( z )  Ç x ( f ) o de  l o  c o n t r a r i o
p o r  c o n t i n u i d a d  y p o r  l a  m a x i m a l i d a d  d e  P,  z E P,  y s a b e m o s  q u e
e s t o  n o  e s  p o s i b l e  p o r  s e r  l a s  c o m p o n e n t e s  c î c l i c a s  S - a b i e r t a s .  
Como f  e s  p o r  h i p ô t e s i s  r e g u 1a r  o s e m i r r e g u I a r , p o d e m o s  e n c o n t r a r  
u n  i n t e r v a l o k - i s o m é t r i c o  I ( z )  q u e  c o n t i e n e  a z y c o n  d i â m e t r o  
p o s i t i v o .  1 ( 2 ) n  P d e b e  s e r  v a c i o ,  o ,  n u e v a m e n t e  p o r  c o n t i n u i d a d  
s e r  T a z € P.  As  î t o m a n d o  I ( z )  de  d i â m e t r o  p o s i t i v o  y s u f i c i e n t e m e n -  
t e  p e q u e n o  p a r a  q u e  e s t é  i n c l u i d o  e n  S ' , o b t e n e m o s  e l  i n t e r v a l o  
r e q u e r i d o  p a r a  q u e  g s e a  i . I . b . g
L i e g a m o s  a s î  a l a  c o n c I  u s i ô n - r e s u m e n d e  e s t e  a p a r t a d o :  Si f  es una
i . I.b. en S, podemos r e t i r a r  primero todos los cic los de los puntos 
de cambio, despues todos los haces de ci d o s  cerrados, de forma que 
la res tr ic c iôn  de f  al resto de S sea i .  I.b . Si ademâs esta 
res tr icc iôn  es regular ( bastarfa que f  lo fuera en S ) , podemos 
r e t i r a r  todos los c ic los, y la re s t r  i cc i ôn de f  al resto del 
domfnio es i . l . b .  Llamaremos parte c f d i c a  de f  en S al conjunto C 
uniôn de todos los cfc los. El conjunto S-C serâ la parte ac fc l ica  
de S. Como e n  l a  p a r t e  c î c l  i c a  p u e d e  h a b e r  i n f i m t o s  c i c l o s  d e
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p c r i û d o s  d i  f e r e n  t e s ,  n o  p u e d e  a f i r m a r s e  e n  g e n e r a l  q u e  l a
r e s t r ' i c o i ô n  d e  f  a S s e a  p e r i ô d i c a ,  a u n q u e  s i l o  e s  p o r  p u n t o s .
O u e d a  c o n  e s t o  c o m p l e  t  o e l  e s t u d i o  d e  l a  r e s t r i c c i ô n  d e  f  a s u
p a r t e  c î c l i c  a . En l o s  p r o x  t m o s  a p a r t a d o s  s e  e s t u d i a r a  l a
r e s t r i c c i ô n  d e  f  a s u  p a r t e  a c î c l i c a .
2.4. ISOMETRIAS LOCALES BI YECTI VAS ACICLICAS
En e l  p r é s e n t e  a p a r t a d o  s e  e s t u d i a n  d o s  p r o p  i e d a d e s  g l o b a l e s  d e  l a s
I . l . b .  a c î c l i c a s ,  q u e  c o m o  i n d i c a  s u  n o m b r e , s o n  a q u e l l a s  q u e  n o  
t i e n e n  c i c l o s .  E l  a p a r t a d o  c o n s t a  d e  d o s  t e o r e m a s  q u e  p e r m  i t e n  l a  
r e d u c e  i ô n  d e  l a s  i . l . b .  a c î c M c a s  a u n a  c I a s e  d e  a p l  i c a c i o n e s  d e  
e s t r u c t u r a  m as  s e n c  i l i a ,  l a s  r e o r d e n a c i o n e s  p o r  i n t e r v a I o s . Mâs  en  
p a r t i c u l a r  s e  p r o b a r â  q u e  p o d e m o s  r e t i r a r  l o s  p u n t o s  a i s l a d o s  d e l  
d o m I n I o , c omo  a n t e s  h i c i m o s  c o n  l o s  p u n t o s  c î c l i c o s , y  q u e  e l  
n û m e r o  d e  c o m p o n e n  t e s  c o n e x a s  d e l  r e s t o  d e  I d o m i n i o  e s  f i n i t o .  
T a m b i é n  s e  p o n e  d e  m a n i f i e s  t o  q u e  l a s  i . l . b .  e s t â n  i n t i m a m e n t e  
r e l a c i o n a d a s  c o n  u n a  o p e r a c i ô n  t o p o  1 6 g i c a  e l e m e n t a l ,  l a  s u m a  c o n e ­
x a  d e  i n t e r v  a I o s . A l o  l a r g o  d e  t o d o  e l  a p a r t a d o  f  e s  u n a  i . l . b .  
ac  î  c I I c a en  S .
2 . 4 . 1
P r o b a r e m o s  e l  s i g u i e n t e  t e o r e m a ;
i )  El nûmero de componentes conexas de S no reducidas a 
un punto, es f in i to .
P a r a  d e m o s t r a r l o ,  n a g a m o s  l a  h i p ô t e s i s  d e l  a b s u r d o  d e  s u p o n e r  q u e  
t a l  n û m e r o  e s  i n f i n i t e .
E s c r i b a m o s  S = P U v , d o n d e  P a g r u p a  t o d o s  l o s  p u n t o s  a i s i a d o s , y v 
l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o .  D e s t a q u e m o s  e l  
c o n j u n t o  W i n c l u i d o  en  V d e  t o d a s  l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  q u e  
c o n t i e n e n  a l g û n  p u n t o  d e  c a m b i o .  T a l  c o n j u n t o  d e b e  s e r  u n  c o n j u n t o  
f i n i t o ,  y a  q u e  e l  n û m e r o  d e  p u n t o s  d e  c a m b i o  l o  e s ,  y p o r  t a n t o
t a m b i é n  e l  d e  c o m p o n e n  t e s  i s o m é  t  r i c  a s ( v e r  I V  d e  2 . 2 . 3  ) .  S e a
e n t o n c e s  9  e l  d i â m e t r o  m e n o r  e n t r e  l o s  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  
I s o m é t r  i c a s  d e  w y v ( 0 ) l a  u n i o n  de  t o d a s  l a s  c o m p o n e n t e s  
I s o m é t r I  c a s  c u y o  d i â m e t r o  e s  m a y o r  o i g u a l  a 9 .
P a r a  o r d e n a r  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  I t e o r e m a ,  l a  d i v i d i r e m o s  e n  e t a p a s :
a) f(V(0}) C V(&)
En e f e c t o ,  V ( 9 )  s e  e s c r i b e  c o m o  u n i ô n  d e  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s . 
S e a  J u n a  d e  e I  l a s .  Como f ( J )  e s  un  i n t e r v a l o ,  d e b e  e s t a r  i n c l u i d o  
e n  c i e r t a  c o m p o n e n  t e  c o n e x a  C.  S i  e n  C n o  h a y  p u n t o s  d e  c a m b i o ,
e n t o n c e s  C e s  u n a  c o m p o n e n t e  i s o m é t r  i c a  y 0  5 ô ( J )  = < J ( f ( J ) )  ! Ô ( C )
l u e g o  C e s t â  e n  V ( 9 ) ,  y p o r  t a n t o  t a m b i é n  f ( J ) .  S i  C t i e n e  p u n t o s  
d e  c a m b i o ,  e s t â  e n  W, y s e  p u e d e  p o n e r  c o mo  u n i ô n  d e  c o m p o n e n t e s
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I so mé  t r I  c a s  d e  d i â m e t r o  m a y o r  q u e  Q,  l u e g o  C e s t â  e n  V ( 9 )  , y a 
f o r t r i o r i ,  f ( J ) t a m o i é n  l o  e s t â .  P o r  t a n t o  t o d o  f { V ( © ) )  e s t â  
I n c I u I  d o  e n  v ( © ) .
t>) f(V-V(e)) c V-V(0) ; L(V~V(&)) > O ( L = medida Lebesgue)
V ( ©)  e s  u n  I ô n  f i n i t a  d e  i n t e r v a l o s , o n o  s e r  T a a c o t a d o .  P o r  t a n t o ,  
e s  m e d i b l e .  S a b e m o s  p o r  2 . 2 . 1  q u e  L ( v ( 0 ) )  = L ( f ( V { 0 ) ) .  Se d e d u c e
e n t o n c e s  q u e  L ( V ( 0 ) -  f ( V ( © ) )  = 0 .  C o n s i d e r e m o s  l a  s i g u i e n t e
p a r t  I c  i ô n  d e  S :
S = P U  ( V - V  ( 0 )  ) U V ( 0 )
S e g û n  l a  h i p ô t e s i s  d e  I a b s u r d o ,  c omo  e n  V h a y  i n f i n i  t a s  c o m p o n e n t e s  
c o n e x a s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v e  y e n  v ( 0 ) h a y  s ô l o  un  n û m e r o  f i n i t e ,  
e n  V -  V ( 0 )  q u e d a n  c o m p o n e n  t e s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v e ,  p o r  l o  q u e
d i c h o  c o n j u n t o  t e n d r â  m e d i d a  p o s i t i v a .  Q u e d a  p r o b a r  l a  i n c l u s i ô n .  
S e a  C u n a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  d e  V - V (©)  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v e .  C e s  
t a m b i é n  c o m p o n e n t e  i s o m é t r i c a . y a q u e  e n  C n o  p u e d e  h a b e r  p u n t o s  d e  
c a m b i o  p o r  e s t a r  e s t o s  e n  W C V ( 0 ) .  P o r  t a n t o  f ( C )  e s  un  
i n t e r v a l o  q u e  d e b e  e s t a r  i n c l u i d o  e n  u n a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  M, a s u
v e z  I n  c I u I d a  en  a l g u n o  d e  l o s  1 r e s  c o n  j u n t o s  d e  l a  p a r t  i c i ô n  d e  S,  
y a q u e  c a d a  u n o  d e  l o s  t r è s  s e  e s c r i b e  c o m o  u n i ô n  d e  c o m p o n e n  t e s  
c o n e x a s  d e  S.  M n o  p u e d e  e s t a r  e n  P , p e r o  t a m p o c o  en  V ( 0 ) ,  y a  q u e  
e n t o n c e s  s e r r a  f  ( C)  i n c l u i d o  o n  v (O)  y c o mo  C D V ( 0 )  -  j», f  (C)  A
f ( V { 0 ) )  = ^  y t e n d r T  a q u e  s e r  f ( C )  C V ( 0 )  - f ( V ( 0 ) )  , l o  q u e  es
c o n t r a d  I c t o r  I o c o n  e l  h e c h o  d e  q u e  l a  m e d i d a  d e  f ( C )  n o  p u e d a  s e r  
n u l a ,  y l a  d e  V ( 0 ) - f ( V { 0 ) )  l o  s e a .  De e s t a  f o r m a  s e  o b t i e n e  f ( V -  
V ( © ) )  c  V - V ( 9 ) .
c) En V~V(O) hay un punto periôdico.
S i c o n s e g u i m o s  p r o b a r  e s t e  u l t i m o  r e s u l t a d o ,  h a b r e m o s  h a  I I a d o  l a  
c o n t r a d I c c I ô n  d e s e a d a  c o n  n u e s t r a  h i p ô t e s i s  d e  s e r  f  a c î c l i c a ,  
c o n t r a d I c c i ô n  q u e  r e b a t e  n u e s t r a  h i p ô t e s i s  d e  I a b s u r d o ,  y p r u e b a  e l  
t e o r e m a .
S e a  C,  u n a  c o m p o n e n t e  d e  c o n e x a  d e  V - V ( 0 )  c o n  d i â m e t r o  p o s i t i v e .  E l  
n û m e r o  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  V - V ( 9 )  c o n  d i â m e t r o  m a y o r  o i g u a l  
a l  de  C)  n o  p u e d e  s e r  i n f i n i t e ,  o v - v ( 0 ) n o  s e r  T a a c o t a d o .  Como en 
V - V ( 0 )  l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  s o n  t a m b i é n  i s o m é t r i c a s , f ( C , ) s e r â  
t a m b i é n  un  i n t e r v a l o  q u e  d e b e  e s t a r  i n c l u i d o  e n  o t r a  c o m p o n e n t e  
c o n e x a  Cg c o n  d i â m e t r o  m a y o r  o i g u a l  q u e  C  ^ . R e i t e r a n d o  e l  p r o c e s o ,  
o b t e n e m o s  u n a  c a d e n a  G, d e  c o m p o n e n t e s  d e  c o m p o n e n  t  e ws  c o n e x a s  
v e r  I f I c a n d o  f ( C , ) C C , + , ,  ô ( C , )  < ô ( C ; + , )  No p u e d e  h a b e r  i n f i n i ­
t é s  CI  d i s t i n t a s ,  p o r  l o  q u e  p a r a  c i e r t o s  m , n  € N,  m < n .
Cm = C „ . E l l o  s i g n i f i c a ,  s i  K = n - m ,  f^< ( 0 ^ )  = Cp z , y
a p l I c a n d o  a f ^ / C m  e l  t e o r e m a  d e l  p u n t o  f i j o  d e  B r o u w e r ,  s e  o b t i e n e  
l a  e x  I s t e n c I  a de  un x e n  C t a l  q u e  f ^ ( x )  = x .  ■
m
O b s e r v a c i ô n :  De e s t e  r e s u l t a d o  s e  d e s p r e n d e  q u e  V - V ( 0 )  y S = P U
V ( 0 ) ,  y a  q u e  p a r a  a l c a n z a r  l a  c o n t r a d i c c i ô n  h a l l a d a  b a s t a  s u p o n e r  
q u e  V - V ( 0 )  n o  e s  v a c i o .
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2 . 4 . 2  E I p r o b I e m a  d e  1 o s  p u n t o s  a i s I  a d o s
Es  c I a»'o p o r  l a  d e f i n t c i ô n  d e  i . l . b .  q u e  l o s  p u n t o s  n o  a i s  I a d o s  d e  
S n o  p u e d e n  t e n e r  p o r  i m a g e n  p u n t o s  a i s I  a d o s . Q u e r e m o s  p r o b a r  e n  
e s t e  p u n t o  q u e  l a  r e c î p r o c a  t a m b i é n  e s  c i e r t a ,  d e c i r ,  e l
s  I g u I  e n  t e  t e o r e m a :
i )  La imagen de un punto a i s ! ado, ha de ser un punto
ai s!ado .
Dos  s o n  l a s  c o n s e c u e n c i a s  d e  e s t e  t e o r e m a .  En p r i m e r  l u g a r  p e r m i t e  
r e t i r a r  d e l  d o m î n i o  l o s  p u n t o s  a i s  I a d o s , r e d u c  i e n d o  e l  e s t u d i o  d e  
l a s  i . l . b .  a l  c a s o  e n  q u e  e l  d o m î n i o  c o n s t a  d e  u n  n û m e r o  f i n i t o  d e  
i n t e r v a I  o s  d e  d i â m e t r o  n o  n u  I o . En  s e g u n d o  l u g a r  p e r m i t i r â  p r o b a r  
q u e  l a  i n v e r s a  d e  u n a  i . l . b .  e s  u n a  i . l . b .
P a r a  d e m o s t r a r  e l  t e o r e m a ,  d e b e m o s  a p o y a r n o s  e n  l a  e x i s t e n c i a  d e  
u n a  i n v a r i a n t e  t o p o  I 6 g i c a  d e  l a s  f am i t i a s  f  i n i t a s  d e  i n t e r v a l o s  
r e s p e c t o  a u n a  o p e r a c i ô n ;  La suma conexa de intervatos:
Sean J j  y Jg intervatos d ijuntos. Un i nterva t o J es suma conexa de 
Jf y Jg y escribimos J = Jf Jp Jg s i y solo s i J se pone como uniôn 
dis junta  de dos intervatos I f  e t g, homeomorfos respectivamente a 
Jf y Jg. De esta forma Jf  #  Jg es un i nterva t o homeomorfo at 
resultado de "pegar“ uno a continuaciôn de o tro  los intervatos
y
L a  su ma  c o n e x a  d e  d o s  i n t e r v a l o s  c u a l e s q u  i e r a  n o  s i e m p r e  p u e d e  
r e a l  i z a r s e .  A d m i t i r e m o s  como  é v i d e n t e  q u e  s ô l o  p u e d e  r e a l  i z  a r s e  l a  
su ma  c o n e x a  d e  d o s  i n t e r v a l o s  " p e g a n d o "  un  e x t r e m o  c e r r a d o  d e  un  
i n t e r v a l o  c o n  u n  e s t r e m o  a b i e r t o  d e l  o t r o .  Como l a  o p e r a c i ô n  e s t â  
d e f i n i d a  s a  I v o  h o m e o m o r f i s m o , s ô l o  e x i s t e n  d e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  
d e  l a  s uma  c o n e x a  t r è s  1 1 p o s  d e  i n t e r v a I  o s , e l  i n t e r v a l o  c e r r a d o  
q u e  d e n o m i n a r e m o s  c ,  e l  a b i e r t o  q u e  d e n o m i n a r e m o s  a ,  y e l  
s e m I c e r r a d o  q u e  e s c r i b i r e m o s  s .  L a s  c u a t r o  s u m a s  c o n e x a s  q u e  p u e d e n  
n a c e r s e  s o n ;
s #  s :  s 
s  #  a = a 
s  #  c = c 
a #  c = s
O b s é r v e s e  q u e  s a c t û a  a m o do  d e  e I e m e n  t o  n e u t r o  e n  l a  o p e r a c i ô n .
S e a  a h o r a  M u n a  f a m i l i a  c u a l q u i e r a  d e  i n t e r v a I  o s  d i s  j u n t o s , e n  l a  
q u e  h a y  p i n t e r v a l o s  s e m i c e r r a d o s , q a b i e r t o s  y r  c e r r a d o s .  
E n t o n c e s  d i r e m o s  q u e  M e s  d e  t i p o  ( p . q , r ) . P u e s  b i e n ,  A ( M )  = q -  r
e s  u n a  i n v a r i a n t e  d e  l a s  f a m i l i a s  d e  i n t e r v a I  o s  r e s p e c t o  d e  l a s  
s u m a s  c o n e x a s ,  e n  e l  s e n  t  i d o  d e  q u e  p a r a  c u a l q u i e r  < • ' -   ^ M'  q u e
s e  p u e d e  f o r m a r  p o r  s u m a s  c o n e x a s  c o n s é c u t i v e s  o e  i o s  m t e r v a l o s  d e  
M, s e r â  A ( M ' )  c A ( M ) .  P a r a  c o m p r o b r a r I o  b a s t a  v e r  q u e  c a d a  u n a  
d e  l a s  c u a t r o  s u m a s  c o n e x a s  m d i c a d a s  e n  l a  t a b l a  d e  a r r i b a  
p r é s e r v a  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  e l  n û m e r o  d e  m t e r v a l o s  a b i e r t o s  y 
c e r r a d o s  d e  l a  f a m i l i a .
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St -a a h o r  a f  un  j  i . l . b .  a c î c l i c a  e n  S.  C o n s  i d e r e m o s  c omo  en  e l  p u n t o  
a n t e r i o r  S = P U V , d o n d e  P e s  e l  c o n j u n t o  d e  l o s  p u n t o s  a i s I  a d o s  
d e  S,  y V o g r u p a  t o d a s  l a s  c o m p o n e n t e s  i s o mé  t  r i c a s  d e  d i â m e t r o  
p o s i t i v o .  S a b e m o s  p o r  l a  o b s e r v a c i o n  f i n a l  d e l  p u n t o  a n t e r i o r  q u e  
V e s  u n i o n  f i n i  t a  d e  i n t e r v a I o s  d i s j u n t o s . P o r  l a  d e f i n i C i ô n  de
I . l . b . ,  f ( V )  c  V . Como f  c o n s e r v a  l a  m e d i d a ,  m ( v - f ( V ) ) = O. Como 
f ( V ) s e  p o n e  t a m b i é n  c o m o  u n i ô n  f i n i  t a  d e  i n t e r v a l o s  ( d e  l a s  i mâ  
g e n e s  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s  d e  v  ) , V -  f ( V )  s e r â  u n a  
u n i o n  f i n i  t a  d e  i n t e r v a l o s  d e  m e d i d a  c e r o ,  e s  d e c i r  u n a  u n i o n  d e  un  
n û m e r o  f i n i t o  d e  p u n t o s .  L L a m e m o s  W a e s t a  f a m i l i a  d e  p u n t o s .  
T e n d r e m o s  d o s  d e s c o m p o s i c i o n e s  d e  V e n  u n i o n  d i s j u n t a  d e  i n t e r v a ­
l o s :  u n a  c o mo  u n i o n  d e  l a  f a m i l i a  M d e  l a s  c o m p o n e n  t e s  i s o m é  t  r i c a s . 
O t r a  c o m o  u n i o n  d e  l a  f a m i l i a  M '  f o r m a d a  a s u  v e z  p o r  d o s  c o l e c -  
c I  o n e s  d e  i n t e r v a l o s ,  p o r  l a  c o l e c c i ô n  U d e  l a s  i m â g e n e s  p o r  f  d e  
I a s  c o m p o n e n  t e s  i s o m é  t  r  i c a s  d e  V,  e s  d e c i r ,  d e  l o s  e I e m e n t o s  d e  M y 
p o r  l a  c o l e c c i ô n  d e  l o s  p u n t o s  a i s  I a d o s  d e  l a  f am i I i a w.  A s î  V s e  
o b t I e n e  p o r  s u m a s  c o n e x a s  d e  I a s  f a m i l i a s  M y M ' .  De a q u î  d e d u c i m o s  
q u e  A ( M )  - A ( M ' ) .  Como f  r e s t r i n g i d a  a l o s  e l e m e n t o s  de  l a  f a m i l i a  
M e s  u n  h o m e o m o r f I smo  e s  c I a r o  q u e  A (M) = A ( U)  y p o r  t a n t o  A ( M ' )  =
A ( U ) .  P a r a  q u e  e s t o  s e a  p o s i b l e ,  e n  w d e b e  h a b e r  t a n t o s  i n t e r v a l o s  
c e r r a d o s  c o m o  a b i e r t o s ,  p e r o  y a q u e  s e  t r a t a  d e  u n a  u n i ô n  f i n i  t a  d e  
p u n t o s ,  n o  c o n t i e n e  n i n g û n  a b i e r t o ,  y p o r  l o  t a n t o  t a m p o c o  
c o n t i e n e  n i n g û n  p u n t o .  E s t o  p r u e b a  q u e  W e s  v a c  i a y  q u e  f ( V ) = V.  
L a  I n y e c t  i v i d a d  d e  f  d a  t a m b i é n  f ( P )  = P g
Es  é v i d e n t e  q u e  f / V  y f / P  s o n  i . l . b .  E l  c a s o  d e g e n e r a d o  d e  f / P  n o
p a r e c e c e  i n t e r e s a n t e  d e s d e  e l  p u n t o  d e  v i s t a  d e  l a  t e o r î a  d e  
I t e r a c I  o n e s . P a s a r e m o s  e n  l o  s u c e s i v o  a o c u p a r n o s  d e l  c a s o  f / V .
N o t a  De l a  h i o ô t e s i s  d e  I t e o r e m a  d e m o s t r a d o . s e  p u e d e  s u p r i m i r  
q u e  f  s e a  a c î c i i c a .  E s t a  s u p o s i c i ô n  h a  s i d o  u s a d a  p a r a  o b t e n e r  v 
co mo  u n i o n  f i n i  t a  d e  i n t e r v a l o s .  A l  m i s m o  r e s u l t a d o  s e  p u e d e  l l e g a r  
d e  l a  S i g u i e n t e  m a n e r a :  S u p r i m i m o s  p r i m e r a m e n t e  t o d o s  l o s  h a c e s  d e
Cl  l o s  c e r r a d o s ,  y a q u e  e s  é v i d e n t e  q u e  n i n g û n  p u n t o  a i s  I a d o  p u e d e  
t e n e r  i m a g e n  e n  u n o  d e  e l  l o s .  R e p i t i e n d o  a h o r a  e l  r a z o n a m i e n t o  d e l  
t e o r e m a  de  I p u n t o  2 . 4 . 1  p a r a  t a  r e s t r i c c i ô n  d e  f  a l  r e s t o ,  s i n  
s u p o n e r  q u e  e s  a c î c l i c a ,  s e  p u e d e  e n c o n t r a r  un  h a z  c î c l i c o  c e r r a d o ,  
e l  c o r r e s p o n d  1 e n t e  a l  e I e men  t o  p e r i ô d i c o  q u e  d a  e l  a p a r t a d o  c )  d e
l a  d e m o s t r a c I ô n . E s t e  a b s u r d o  p r u e b a  Que e n  V no  p u e d e  h a b e r  i n f i ­
n i t é s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  de  d i â m e t r o  p o s i t i v o .
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2 . 5 .  REORDENACIO NES POR IN TE R V A LO S .
En e s t e  a p a r t a d o  e s t u d  i a r e m o s  I a s  p r o p i e d a d e s  g l o b a l e s  d e  l a s  
r e o r d e n a c I  o n e s  p o r  i n t e r v a l o s ,  a c u y o  e s t u d i o  n o s  n a n  c o n d u c i d o  l o s  
r e s u l t a d o s  d e  l o s  a n t e r i o r e s  a p a r t a d o s .  E s t a  e s  s u  d e f i n i c i ô n :
2 . 5 . 1  D e f I n i c  i ô n .
f :  S y  S  es una reordenac i ôn por in te rva los , s i  es una i . l . b .  en S
y S es uniôn f i n i t a  de intervalos de diâmetro po s it ivo .  
Para las reordenaciones por intervalos escribimos r . i . . Si ademâs 
son acTc! i cas, escr i b i remos r .  i . a. .
Si la res tr icc iô n  de f  a sus in tervalos i sométr i cos es crec i ente, 
entonces se dice que f  es orientable
L a  a c t u a c i ô n  d e  u n a  r . i .  e s  c o mo  s i g u e : E l  c o n j u n t o  f i n i t o  d e  s u s
p u n t o s  d e  d i s c o n t i n u i d a d , X ( f ) ,  d i v i d e  l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  
S e n  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s ,  q u e  s o n  t r a n s p o r t a d a s  i s o m é t r i c a m e n t e  
p o r  f  d e  f o r m a  q u e  r e c o m p o n e n  e l  m i s m o  d o m i n i o  S .  P o r  t a n t o ,  l a  
a p  I i c a c  i ô n  f  " b a r a j a "  S p o r  i n t e r v a l o s ,  c a m b i a n d o  t a l  v e z  e l  o r d e n  
d e  a I g u n o s  d e  l o s  m i s m o s .
2 . 5 . 2 . I n v e r s a  d e  u n a  r . i
E s  i n m e d i a t o  c o m p r o b a r  q u e  l a  i n v e r s a  d e  u n a  r .  i . t a m b i é n  e s  u n a
r . i .  L a s  c o m p o n e n  t e s  i s o m é t r  i c a s  d e  f “ ’ s o n  p r e c i s a m e n  t e  l a s  
i m â g e n e s  p o r  f  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r  i c a s  d e  f . P a r a  l o s  p u n t o s  
d e  c a m b i o  de  f “ ' s e  o b t  i e n e :
i )  x ( f - f )  = [  f(Fr(S) n S) U f ( X ( f } ) ]  n mt(S)
Y a q u e  ( v e r  2 . 2 . 2 . )  l o s  c i t  a d o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  s o n  l o s  e x t r e m o s  
d e  l a s  c o m p o n e n  t e s  i s o m é t r i c a s  d e  f “ ' q u e  s o n  i n t e r i o r e s  a 
S y s e  p u e d e  p r o b a r  q u e  d i c h o s  p u n t o s  s o n  p r e c  i s a m e n t e  l o s  d e l  
s e g u n d o  m i e m b r o  d e  l a  i g u a l d a d  d e  mâ s  a r r i b a  .
T a m b i é n  s e  o o t i e n e n  l a s  s i g u i e n t e s  p r o p i e d a d e s :
i i )  f - f (Fr(S)  n S) n mt(S) c x (f)
En e f e c t o  , s i  l a  i m a g e n  p o r  f  d e  u n  p u n t o  x i n t e r i o r  a S e s  un
p u n t o  f r o n t e r a  d e  S y x n o  f u e r a  p u n t o  d e  c a m b i o ,  p o d r î a m o s  e n c o n ­
t r a r  un  e n t o r n o  a b i e r t o  d e  x q u e  f u e r a  un  i n t e r v a l o  i s o m é t r i c o  ( v e r
2 . 2 . 2 . ) ,  y e s t o  e s  i n c o m p a t i b l e  c o n  q u e  f ( x ) e s t é  e n  l a  f r o n t e r a  d e  
S .  S i  a d e m â s  f  e s  a c î c l i c a  s e  o b t i e n e :
i i i )  Si X  € Fr(S) H S, para algûn n € N , f->  ^(X) € X( f )
Ya  q u e  co mo  E r  ( S )  A S e s  un  c o n j u n t o  f i n i t o  l a s  f '  ( x )  n o  p u e d e n  
p e r t e n e c e r  t o d a s  a e s t e  c o n j u n t o  h a b r î a  c i c l o s .  S i  y = f - K ( x )  ç g  i g  
p r i m e r a  q u e  n o  e s t â  e n  l a  f r o n t e r a  d e  S ,  a p I i c a n d o  i i )  a z = f “ ' ( y )  
s e  o b t I e n e  e l  r e s u l t a d o .
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S i a d e m â s  f  e s  r e g u I a r  o s e m i r r e g u l a r  ( v e r  d e f i n i c i o n e s  e n  2 . 3 . 6  ) 
s e  o b t I e n e :
i v )  L a s  i  t e r a c i o n e s  d e  f  s o n  r .  i .  Mâ s  e n  g e n e r a l , l a s
a p  I  i  c a c  i  o n e s  , k  €  Z ,  s o n  r .  i y  f o r m a n  un g r u p o  c o n  r e s p e c  t o  a  l a
c o m p o s i c i ô n  d e  f u n c i o n e s ,  q u e  l l a m a r e m o s  g r u p o  i t e r a t i v e  g e n e r a d o  
p o r  f .  S i  f  e s  a c T c 1 1 c a ,  t a m b t é n  l o  s o n  t o d a s  l a s  r .  i  d e  s u  g r u p o  
i t e r a t i v e .  P a r a  l o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  s e  o b t i e n e :
k -  1
x ( f * < )  C  (  U  f - ‘ ( X ( f ) )  ;  n  m t ( S )  
i = o
k
x( -  c  [  u  f ' ( X ( f } )  u f * < ( r r ( s ) )  n  s j  n  m t ( S )
i = 1
F i n a I m e n t e . s i  f  y g s o n  r . i .  e n  S ,  s e  o b t i e n e  l a  s i g u i e n t e
c o n d i c i ô n  p a r a  q u e  s u  c o m p o s i c i ô n  l o  s e a ;
U) a » f  e s  r .  i  s i  X ( f ~ ^ )  n  X ( g )  -  y .  T a m b i é n  l o  e s  s i  s e  
v e r  i  f  i  c a  f ^  ( X  ( f ) )  n  X g  -  y  , n  €  N.  P a r a  l o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  d e  
g » f  s e  o b t i e n e :
X ( g » f )  C  (  f ~ U x ( g )  U X ( f } } .
2 . 6 .  P R O P ! EDADES DE LAS REORDENACI ONES POR I NT E R V A L OS  A C I C L I  CAS Y 
S E MI RRE GULA RE S .
2 . 6 .  1 . O p e r a d o r e s  w % o  a s o c i a d o s  a f
S e a  f  u n a  r . i .  en  S.  D é f i n i  m os  l a  ô r b i t a  0 ( x )  d e  un  e I e m e n t o  x d e  S 
en  l a  m i s m a  f o r m a  q u e  e n  2 . 1 . 1 . ,  t o m a n d o  t a m b i é n  i d é n t i c a
d e f I n I c I ô n  p a r a  0 * ( x )  y 0 “ ( x ) .  D e f i n  i m os  t a m b i é n  e l  c o n j u n t o  w ( x )  
c omo  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  v a  I o r e s  d e  a d h e r e n c  i a d e  O * ( x )  . Se 
p u e d e  d é f i n i r  w co mo  o p e r a d o r  d e  c o n j u n t o s .  D a d o  A C S d e f  i n i m o s :
u ( A )  = n (  U  f ^  ( A)  )  ,
i - O  n - i
D o n d e  l a  a d h e r e n c i a  e s  r e l a t i v e  a S.
A n â I o g a m e n  t e  s e  d e f i n e  e l  . p e r a d o r  a :
a ( A )  = n  ( U f - n ( A )  )
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S i f u e r a  n e c e s a r  i o a c  I a r a r  l a  a p M c a c  i 5 n  c u y a s  i t e r a c i o n e s  
I n t e r v I e n e n  e n  l a  d e f i n i C i ô n  d e  e s t o s  o p e r a d o r e s .  e s o r i b i r T a m o s
Wf  ( A)  . u»g ( A )  e t c  .
Dec  I m o s  q u e  f  e s  t r a n s i t i v a ,  s i  p a r a  a l g û n  x € S e s  w ( x )  = S , y
d e c  I m o s  q u e  S e s  m i n i m a l  s i  V x € S e s  w ( x ) = S.
i n d i c a m o s  a c o n t i n u a c i ô n  a l g u n a s  p r o p i e d a d e s  d e  l o s  o p e r a d o r e s  a  y
w q u e  s e  d e s p r e n d e n  d i r e c t a m e n t e  d e  l a s  d e r f i n i c i o n e s  d e  l o s  
mi  s m o s .
i )  W f  r  O f  =
i i )  u ( A )  Y <x(A)  s o n  S - c e r r a d o s .
E s t a s  p r o p  I e d a d e s  s e r  T an  c i e r t a s  s i  f  f u e r a  c u a l q u i e r  b i y e c c i ô n  en  
un  e s p a c i o  t o p o  I ô g  i c o  S.  En l a  p r ô x i m a  s e  r e q u e r i r î a  q u e  e n  S 
h u b  i e r a  b a s e s  n u m e r a b l e s  d e  e n t o r n o s .  P o r  e j e m p i o ,  q u e  f u e r a  u n  
e s p a c I o  m é t r I c o .
i i i )  Uf(A U  B )  = U ( A )  U  u ( B )
a ( A U B )  r  a ( A )  U  a ( B ) .
P a r a  o b t e n e r  e s t a  p r o p i e d a d ,  s e  n e c e s i t a  e l  s i g u i e n t e  I e m a , û t i l  e n  
m u c h a s  o c a s  i o n e s  :
I V )  X €  <o(A) < - >  p a r a  t o d o  e n  t o r n o  V ( x )  d e  x ,  p o d e m o s
e n c o n t r a r  u n a  s u c e s i ô n  z  = I  )  C  A v e r i f i c a n d o  q u e  p a r a
c u a  ! q u  i e r  n a t u r a l  n ,  h a y  o t r o  n a t u r a l  K m a y o r  q u e  n t a l  q u e  (z^^)
€  V ( x ) .  E s t e  I e m a  s e  d é r i v a  d i r e c t a m e n t e  d e  l a  d e f i n i c i ô n  d e  w .
O t r a  f o r m a  d e  e x p r e s a r  e l  m i s m o  r e s u l t a d o ,  es  d i c i e n d o  q u e  e n  c a d a  
V ( X) h a y  i n f i n i  t o s  t é r m  i n o s  d e  l a  f o r m a  f * ^ ( Z n )  , K > n .  S i  A s e
r e d u c e  a u n  p u n t o  x ,  s e  r e q u i e r e  s i m p I e m e n  t  e q u e  h a y a  i n f i n i t e s
t e r m i n e s  d e  l a  f o r m a  f * ^ ( x ) .  P a r a  e l  o p e r a d o r  a  s e  o b t  i e n e n  
c o n d 1c I  o n e s  a n â I o g a s .
D e m o s t r a r e m o s  a h o r a  l a  p r o p i e d a d  i i i )  p a r a  e l  o p e r a d o r  w . P a r a  e l  
o p e r a d o r  a  l a  d e m o s t r a c i ô n  e s  a n é l o g a .  L a  i n c l u s i o n  C e s  i n m e d i a t a , 
y a  q u e ;
w ( A )  C w ( A U B )
= > w ( A)  U w ( B )  C w (AUB )
w ( B )  C w ( A U B )
P a r a  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  l a  i n c l u s i o n  c o n t r a r i a ,  t o m a m o s  x € w ( A U B ) ,
y c o n s i d é r â m e s  l a  f am i I i a ( B ( K )  ] d e  b o l a s  c e n t r a d a s  e n  x y d e
r a d i o  1/ k . S e g û n  e l  I e m a  I V )  p a r a  c a d a  B ( k )  p o d e m o s  e n c o n t r a r  u n a  
s u c e s  I ô n  z ( k ) = ( z ^ ( k ) J d e  t e r m i n e s  d e  AUB c o n  i n f i n i t o s  t e r m i ­
n e s  d e  l a  f o r m a  f  ' (z^,  (K ) ) c o n  i > n en  B ( k ) .  O b i e n  p o d e m o s  f o r m a r  
un  a s u b s u c e s i ô n  d e  l a  z ( k )  q u e  1 1 e n e  t o d o s  s u s  t e r m i n e s  e n  A o b i e n
p o d e m o s  f o r m a r  u n a  s u b s u c e s  î o n  c o n  t o d o s  s u s  t é r m  i n o s  e n  8 . d e
f o r m a  q u e  p o d e m o s  s u p o n e r  q u e  c a d a  z ( k )  c o n s t a  e x c I  u s i v a m e n t e  d e  
t é r m i n o s  d e  A o d e  B . O b i e n  h a y  i n f i n i t a s  z ( k ) q u e  t i e n e n  t o d o s  
s u s  t é r m I  n o s  d e  A ,  o b i e n  h a y  i n f i n i  t a s  q u e  1 1 e n e n  t o d o s  s u s  t é r m i -  
n o s  d e  B.  En  e l  p r i m e r o  d e  l o s  c a s o s ,  s i  d i c h a  c o l e c c i ô n  d e  v a l o r e s
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d e  k  e s  l a  s u c e s i ô n  ( k j  1, l a  s u c e s i ô n  d e  t é r m i o o s  de  A,  ( y ^  ) ,
d e  t é r m i n o  g e n e r a l  y  ^ = z ^ ( k ^ ) , t , e n e  l a  p r o p i e d a d  de  q u e  
n a y  i n f i n i t o s  t é r m i n o s  d e  l a  f o r m a  f ' ( y j ) i > j  e n  c a d a  Q ( k )  y p o r  
t a n t o  e n  c a d a  en  t o r n o  d e  V ( x ) d e  I p u n t o  x ,  y d e  a c u e r d o  c o n  e l  l ema
I V ) ,  X e w ( A ) . En e l  s e g u n d o  c a s o ,  s e  o b t i e n e  i g u a l m e n t e  x €
u) (B)  .
V) W M  n B )  C  w M ;  n U ( B ) :  a ( A  n B)  c a ( A )  n a ( 0 )
A m b a s  s o n  i n m e d i a  t a s , p e r o  n o  a s î  l a s  i n c I  u s i o n e s  i n v e r s a s ,  q u e  n o
s o n  C i e r t a s ,  y a  q u e  m â s  a d e l a n t e  e n c o n t r a r e m o s  q u e  p a r a  e I e m e n t o s  
X X y  d e  S p u e d e  s e r  w ( x )  ;  w ( y ) .
V ! )  S i  n  e N  e s  u ( A )  -  u ( f ' ^ ( A ) )
Y a  q u e  d e  l a s  s u c e s i o n e s  r e q u e r i d a s  e n  l a  p r o p i e d a d  I v ) s ô l o  s e
s u p r I  me n  e n  e l  s e g u n d o  m i e m b r o  d e  V I )  u n  n û m e r o  f i n i t o  de  t é r m i n o s .
2 . 6 . 2 .  P r o p  i e d a d e s  d e  a  ^  w a s o c i a d a s  a I a s  p r o p i e d a d e s  de u n a
En e l  p u n t o  a n t e r i o r  s e  h a n  v i s t o  p r o p  i e d a d e s  d e  l o s  o p e r a d o r e s  a  y 
w g e n e r a  l e s ,  c o m u n e s  a c u a l q u i e r  b i y e c c i ô n  e n  un e s p a c i o  
t o p o  I ô g  i c o  -  e n  e l  c a s o  d e  i i i ) e n  un  e s p a c i o  m é t r i c o  - ,  p e r o  n o  s e  
h a n  u t i l i z a d o  e n  n i n g û n  m o m e n t o  l a s  p r o p i e d a d e s  d e  u n a  r . i .  En e s t e  
p u n t o  s e  e s t u d i a n  a l g u n a s  p r o p i e d a d e s  d e  d i c h o s  o p e r a d o r e s  q u e  s î 
d e p e n d e n  d e  l a s  p r o p  i e d a d e s  d e  l a s  r . i .  En t o d o  e l  p u n t o  s u p o n e m o s  
q u e  f  e s  u n a  r . i . en  S.
i )  S i  X €  5  - U  f ~ ' ^ ( X ( f ) ) ,  x € ( i t ( y ) , e n t o n c e s  u ( x )  C  w / y j  .
L a  r a z ô n  d e  e s t a  p r o p i e d a d  e s  q u e  l a s  f*^ s o n  c o n  t  î  n u a s  en  x p a r a  
c u a l q u i e r  k  € n .  En c u a l q u i e r  e n t o r n o  v ( z )  d e  u n  p u n t o  z de  w ( x ) , 
h a y  1n f 1n i t o s  t e r m i n e s  d e  l a  f o r m a  f ^ ( x ) .  Como x e s t â  en  w ( y ) ,
c e r c a  de  x h a y  i n  f i n i t o s  p u n t o s  d e  l a  f o r m a  f ' ( y ) , y p o r  l a
c o n t i n u i d a d  d e  f ^  en  x ,  t a m b i é n  l o s  h a y  e n  v ( z ) ,  y p o r  t a n t o  z 
e s t â  e n  w ( y ) . g
i i )  S i f  e s  a c T c t i c a ,  s u s  m t e r v a l o s  üj- i some t r  i c o s  ( v e r
2 . 3 . 3 . )  s e  r e d u c e n  a  p u n t o s .
En e f e c t o ,  c o n s  i d e r e m o s  l a  e x  i s t e n c  i a d e  u n  i n t e r v a l o  u i - i  somé t  r  i c o  
H d e  d i â m e t r o  p o s i t i v e .  P o d e m o s  e l e g t r  H m a x i m a l ,  e n  e l  s e n t i d o  de  
q u e  n o  e s t â  e s t r i c t a m e n  t e  i n c l u i d o  en  n i n g û n  i n t e r v a l o  w - i s o m é t r i -  
c o .  C o n s  I d e r a m o s  l a  f a m i I i a  d e  i n t e r v a l o s  w - i s o m é  t r i c o s  l J , k
L N , d o n d e  - f * ^ ( H ) .  A d e m â s  t o d o s  e l l o s  d e b e n  s e r  m a x i m a l e s ,  o d e  
l o  c o n t r a r i o ,  p o r  l a  c o n t i n u i d a d  de  l a s  r e s t r i c c i o n e s  d e  l a s  f * ^  a 
l o s  i n t e r v a l o s  w - i s o m é t r i c o s , se  o b t e n d r  î a q u e  H n o  e s  m a x i m a l .
A h o r a  b i e n  e l l o  s i g n i f i c a  q u e  y , , s i  k y k '  s o n  d i s t i n t o s ,  o
n o  s e  c o r t a n  o c o i n c i d e n ,  y a q u e  s i  s e  c o r t  a r a n  s i n  c o i n c i d i r ,  s u
u n i ô n  s e r  î  a u n  i n t e r v a l o  w - i s o m é t r i c o  q u e  l o s  c o n t e n d r î a ,  en  c o n t r a  
d e  s u  m a x i m a l i d a d  No e s  p o s i b l e  q u e  l o s  n «  s e a n  d i s j u n t o s  d o s  a
d o s , y a  q u e  t o d o s  e l l o s  t i e n e n  un  m i s m o  d i â m e t r o  p o s i t i v o ,  y S
s e r  î a n o  a c o t a d o .  P e r o  s i p a r a  c i e r  t o s  k , k ' ,  k  > k ' ,  f u e s e  H|< =
H x ' .  p a r a  p = k  -  k '  s e  t e n d r T  a f P ( H ^ » )  = » , y s i e n d o
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u n a  I s o m e t r î  a ,  a p l i c a n d o  e l  t e o r e m a  d e  B r o u w e r  s e  
o P t e n d r  î a I a e x  i s t e n c  i a e n  il(. . d e  u n  p u n t o  c î c l  i c  o , c o n t r a  l a  h i p ô ­
t e s i s  d e  q u e  f  e s  a c î c l i c a . |
i i i )  S i  f  e s  a c î c l i c a ,  a ( X ( f ) )  -  S
P a r a  p r o b a r l o ,  t o m e m o s  u n  p u n t o  x d e  I c o n j u n t o  Y r S -  a ( X ( f ) ) ,
s u p o n I e n d o  q u e  Y n o  e s  v a c i o .  P o r  l a  d e f i n i c i ô n  d e  a .  p o d e m o s  
e n c o n t r a r  u n  S - e n t o r n o  d e  x ,  V ( x ) ,  t a l  q u e  p a r a  c i e r t o  n :
V ( X )  n  ( U f -  ' (X ( f  ) ) ) = ^
i =n
S u p o n d r e m o s  a d e m â s  q u e  V ( x )  e s  S - a b i e r t o .  En e s t a s  c o n d i c i o n e s  e l  
c o n j u n t o :
n -  1
V ( X )  -  U f - ' ( X ( f ) )
I =0
Es  S - a b i e r t o  y n o  c o n t i e n e  p u n t o s  d e  c a m b i o  p a r a  n i n g u n a  f  , K E N ,  
d e  f o r m a  q u e  c u a l q u i e r a  d e  s u s  c o m p o n e n  t e s  c o n e x a s ,  e s  un  i n t e r v a l o  
w - I s o m é  t  r  i c o  d e  d  i âme t r o  p o s i t i v e ,  c o n t r a  l a  p r o p i e d a d  i i ) .  g
A n â I o g a m e n t e , s e  o b t i e n e  p a r a  e l  o p e r a d o r  w :
i v )  S i  f  e s  a c î c l i c a ,  u > ( X ( e ) i  -  s
E s t a  p r o p i e d a d  e s  c o n s e c u e n c i a  de  l a  a n t e r i o r  y d e  l a s  r e I a c i o n e s  
e n t r e  l o s  o p e r a d o r e s  a  y w . P a r a  p r o b a r l o ,  e m p e c e m o s  r e c o r d a n d o  
q u e  s e g û n  l a  p r o p i e d a d  i )  d e  2 . 5 . 2 .  l o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  d e  f “ ' 
e s t â n  i n c l u i d o s  en  e l  c o n j u n t o  Y % f  (F r  ( S )  (T S)  U f ( X ( f ) ) .
P r o b a r e m o s  p r i m e r o  q u e  S C w ( Y ) . En e f e c t o ,  a p l i c a n d o  l a
p r o p i e d a d  a n t e r i o r  a l  o p e r a d o r  O f ' '  s e  o b t i e n e :
d f - 1 { X ( f - ’ ) ) - S.
P e r o  co mo  X ( f ' )  C Y , o b t e n e m o s :
S C O f ■ ’ ( Y )  T w f ( Y )
D o n d e  p a r a  l a  û l t i m a  i g u a I d a d  s e  na  u t i l i z a d o  l a  p r o p i e d a d  i )  d e
2 . 6 . 1 .
P r o b a r e m o s  a c o n t i n u a c i ô n  w ( Y )  C w ( X ( f ) ) ,  y e l l o  n o s  d a r â  e l
r e s u l t a d o  f i n a l  d e s e a d o ,  y a q u e  d e s p u é s  d e  l o  a n t e r i o r m e n t e
p r o b a d o ,  r e s u l t a r â  q u e  S C w ( X ( f ) ) ,  y l a  i n c l u s i ô n  c o n t r a r i a  e s  
o b v i a .  P o r  l a  p r o p i e d a d  i i i )  d e  l o s  o p e r a d o r e s  a  y w ( 2 . 6 . 1 . ) :
w ( Y )  = [  U w ( f ( X ) ) ) U [ U w ( f ( X ) ) ]
x E X ( f )  x E F r ( S ) O S
En c u a n t o  a l  c o n j u n t o  d e  I p r i m e r  c o r c h e  t e . p o r  l a  p r o p i e d a d  V i ) d e  I 
m i s m o  a p a r t a d o ,  p a r a  c a d a  x E X ( f ) e s  w ( f ( x ) ) = w ( x ) ,  d e  f o r m a  q u e :
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u  W ( f ( X ) ) :  U W ( X )  = W ( X ( f ) )
x E X ( f )  x € X ( f )
En c u a n t o  a l  c o n j u n t o  d e l  s e g u n d o  c o r c h e t e ,  a p l i c a n d o  e l  m i s m o  
r a z o n a m i e n  t  o :
U w ( f ( X ) )  = U w ( x )
x € F r ( S ) n S  x € F r ( S ) n S
P e r o  u t i l i z a n d o  l a  p r o p i e d a d  M i )  d e  3 . 5 . 2 .  s a b e m o s  q u e  s i  x € 
F r ( S )  O S,  p o d e m o s  e n c o n t r a r  y E X ( f  ) t a l  q u e  f ' ^ ( y )  = x p a r a  c i e r t o
n a t u r a l  n ,  d e  f o r m a  q u e  w ( x ) = w ( f " ( y ) ) = w ( y ) C w ( X ( f ) ) ,  l u e g o ;
U u>( f  ( X )  ) C w ( X  ( f  ) ) . 
x E F r  ( 5 ) n S
Y e s t o  c o n c I u y e  l a  p r u e b a  d e  q u e  w ( Y)  C w ( x ) . g
2 . 6 . 3 .  T e o r e m a  d e  r e c u r r e n c i a .
E l  r e s u l t a d o  q u e  a c a b a m o s  d e  e x p o n e r ,  e s  a I g o  mas  d é b i l  q u e  e l  d e  
l a  t r a n s  I t  I V I d a d ; No p o d e m o s  a f i r m a r  q u e  p a r a  c i e r t  o e I e m e n  t  o x de
S e l  w - c o n j u n t o  d e  x s e a  t o d o  S.  P e r o  s i  p o d e m o s  a f i r m a r  q u e
a l  m e n o s  s u c e d e  q u e  e l  o m e g a - c o n j u n t o  d e  un  c o n j u n t o  f i n i t o ,  X ( f ) ,  
c o ï n c i d e  c o n  S.  Es f â c i l  p o r  o t r a  p a r t e  o b t e n e r  e j e m p l o s  d e  r . i . a 
q u e  n o  e s  m i n i m a l  n i  t r a n s i t i v a .  E j  e mp I  o s  d e  e s t e  t i p o  s e  p u e d e n  
t a m b i é n  o b t e n e r  p a r a  e l  c a s o  p a r t i c u l a r  d e  t o s  i n t e r c a m b i o s  d e  
i n t e r v a l o s .  P a r a  o b t e n e r  r e s u l t a d o s  mâ s  f u e r t e s ,  e s  n e c e s a r i o  i n -  
t r o d u c i r  u n a  n u e v a  n i p ô t e s i s  p a r a  f : l a  r e g u I a r i d a d  o s e m i r r e g u I a -
r I d a d . En e s t e  p u n t o ,  i n t r o d u c i e n d o  l a  h i p ô t e s i s  mâ s  d e b i l  de  
s e m I r e g u I a r I d a d  ( v e r  2 . 3 . 6 . )  s e  o b t i e n e  u n o  d e  l o s  t e o r e m a s  b â s i c o s  
d e l  c a p î t u l o ,  q u e  I I a m a r e m o s  t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c  t a , p o r q u e  c o n s t i -  
t u y e  un r e f i n a m l e n t o  d e l  t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c  i a d e  P o i n c a r é  a p l  i c a -
d o  a l  c a s o  q u e  n o s  o c u p a .  D i c h o  t e o r e m a  e s t a b l e c e  q u e  s i  T : X  ►X
e s  u n a  a p l i c a c i ô n  B o r e l  m e d i b l e  en  un  e s p a c i o  m é t r i c o  s e p a r a b l e  X 
y u e s  u n a  m e d i d a  T - i n v a r i a n t e  e n  l a  a - â l g e b r a  d e  B o r e  I d e  X,
e n t o n c e s  p - c a s i  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  X s o n  r é c u r r e n t e s ,  e s  d e c i r  :
p ( X ; X n o  p e r  t e n e c e  a wp  ( x ) ] = 0
A h o r a  b i e n ,  s i  ^ e s  u n a  r . i .  en  S,  t o d a s  l a s  h i p ô t e s i s  s o n
s a t i s f e c h a s ,  t o m a n d o  como  m e d i d a  m l a  m e d i d a  d e  L e b e s g u e .  P o r
c o n s  I g u I  en  t e , e l  c o n j u n t o  d e  o u n t o s  n o  r é c u r r e n t e s  en  u n a  r .  i .
d e b e  t e n e r  m e d i d a  n u l a .  P o r  s u  p a r t e  e l  t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c i a  p a r a
un a r . i . a . s e m i r e g u i a r  e s  t  a b I e c e  q u e
i )  S i  f  e s  u n a  r .  i . a .  s e m i r e g u l a r  e n  S,  e l  c o n j u n t o  d e  
p u n t o s  n o  r é c u r r e n t e s  e s  v a c i o ,  m âs  a û n ,  V  p  € N U  ( O J ,  f P ( x ) € u ( x ) .
P a r a  p r o b a r l o ,  s u p o n g a m o s  q u e  h a y  u n  r  :  f P ( x ) , y q u e  z n o  
p e r t e n e c e  a w ( x ) .
En e s t a  h i p 6 t e s i s  p o d e m o s  e n c o n t r a r  un  i n t e r v a l o  S - a b i e r t o  t a l  q u e
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z E V ( z ) ,  q u e  s ô l o  c o n t i e n e  u n  n u m é r o  f i n i t o  <.ie p u n t o s  d e  : ü f o r m a  
( X ) , K E N  ( v e r  IV  d e  2 . 6 . 1 . ) .  R e d u c i e n d o  c o n v e n i e n  t e m e n  t e  
V ( 2 ) p o d e m o s  c o n s e g u i r  q u e  e n  é l  n o  n a y a  s i n o  u n  s ô l o  p u n t o  d e
d i c h a  f o r m a  ; e l  m i s m o  z . A d e m â s  c o m o  F e s  a c î c l i c a  s i  p /  K ,
f P ( x )  X f " < ( x )  .
S a b e m o s  p o r  o t r a  p a r t e  p o r  l a  h i p ô t e s i s  d e  s e m i r r e g u I a r i d a d  q u e  
h a c e m o s  e n  f  ( 2 . 3 . 6 . )  V K E N,  p o d e m o s  e n c o n t r a r  u n  i n t e r v a l o  
k -  I s o m é t r  I c o  y c o n  d  i .âme t r o  p o s i t i v e .  L o  p o d e m o s  n a c e r  d e  f o r m a  q u e
s e a  C J k *  s i k  > k ' . C o n s i d e r e m o s  l a  s u c e s i ô n  d e  i n t e r v a l o s
(  H u  J d o n d e  Hk V ( z )  n J^. 
d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o .  A d e m â s  co mo
s e  c o n t r a e n  a z c u a n d o  n  ►oo, o
i n t e r v a l o  w - i s o m é  t r  i c o  d e  d i â m e t r o
Es  u n a  s u c e s i ô n  d e  i n t e r v a l o s  
c a d a  H|< e s  k - i  s o m é t r  i c o , l o s
d e  l o  c o n t r a r i o  o b t e n d r  î  a m o s  u n  
p o s i t i v o ,  c o n t r a  i i )  d e  2 . 6 . 2 .
P o n g a m o s  a h o r a  = I n t ( H ^ )  U ( z )  y d c f i n a m o s  ;
i m = m i n  ( i E N:  f ( X ( f ) )  A  G ^  X X  )
T a l  m î n i m o  e x i s t e ,  o G ^  s e r  î a un  i n t e r v a l o  w - i s o m é  t r  i c o .
T o m e mo s  p a r a  c a d a  m u n  y ^  € f ' m { X ( f ) )  A G,^. T a  I y ^  v e r i f i c a :
f ' m ( y m )  6 X ( f ) .
A d e m â s  p o r  l a  c o n d i c i ô n  d e  m î n i m o :
[  U  f -  '  ( X  ( f )  ) ]  A  G p
i -O
P o r  l o  q u e  f ' m / G p ,  e s  u n a  i s o m e t r  î a .
Como X ( f ) e s  un  c o n j u n t o  
a l g û n  v a l o r  d e  f  ' m(y^p)  .
( m^ 1 d e  v a  I o r e s  d e  m
f i n i t o ,  p a r a  m f i n i t o s  i p, 
S e a  e s t e  a y c o n s i d e r e m o s  
p a r a  l o s  q u e  f  ' m (y^p) = a .
s e  d e b e  r e p e  t  i r  
l a  s u b s u c e s i ô n  
D e f  i n I m o s  I a s
s u c e s  i o n e s  ( j k  ) . ( } ,  ( l «  J d e  t é r m  i n o s  g e n e r a  l e s :
Jk Xm = G n
S u c e s  I o n e s  p a r a  l a s  q u e  s e  v e r i f i c a n  l a s  r e I a c i o n e s  :
f J k ( t ^ )  = a
f  J k / s o m e t r  î a
P a r a  un v a l o r  d e  k 
q u e  en  c a s o  c o n t r a r i o  
m a y o r  q u e  c i e r t o  K ,
e n  e I  i n t e r i o r  d e  1
o s u f I c I e n t e m e n t e  g r a n d e ,  f J k  ( z )  X a . y a  
a s e r  î  a c î c l  i c o . E s t o  p r u e b a  q u e  s i  k  e s  
l o s  t|,; s o n  d I f  e r e n t e s  d e  z y a d e m â s  e s t â n  
)S I ( v e r  d e f i n i c i ô n  d e  e s t o s  m t e r v a l o s  y
d e os Gu )
S e a  n > K.  Como t ^  E l n t ( l p , )  y X z . p o d e m o s  e n c o n t r a r  u n a  b o  I a 
B ( t n )  C I n c e n t r a d a  e n  t , j  e n  l a  a u e  n o  e s t â  z n i  b a y  t é r m , n o s  de  
l a  f o r m a  f * ^ ( x ) ,  K > O ( z p o d r ' a  s e r  e l  û n  i c o  e ! e m e n t o  d e  e s t a  
f o r m a  p o r  l a  d e f i n i C i ô n  d e  l o s  i n t e r v a l o s  Hp,) . R é s u l t a  e n t o n c e s  q u e  
f J n ( B ( t p , ) )  = 8 ( a )  e s  u n a  b o  I a c e n t r a d a  e n  a e n  l a  q u e  n o  d e b e
h a b e r  e I e m e n t o s  d e  l a  f o r m a  f * ^ ( x )  p a r a  k  > j ^ , ,  y a q u e  en  c a s o  
c o n t r a r i o  h a b r  î  a e l e m e n t o s  d e  l a  f o r m a  f ' ^ ( x ) ,  c o n  k  > 0  e n  8  ( t ^ )  = 
f " J n ( B ( a ) ) . De a q u î  s u r g e  l a  c o n t r a d i c c i ô n , p o r q u e  t o m a n d o  u n a  b o I  a 
8 ( z )  d e  c e n t r o  e n  z y d e  r a d t o  i g u a l  a l  d e  B ( a ) , p o d e m o s  s e l e c c i o -
n a r  u n  n a t u r a l  q s u  f i c i e n  t  emen  t e  g r a n d e  p a r a  q u e  I q  C B ( z ) y p a r a
q u e  j q  > j n -  Como f  J q a c t û a  i s o m é t r i c a m e n t e  s o b r e  i q  y l a  d i s t a n c i a
d e  z a t q  e s  m e n o r  a l  r a d i o  d e  8 ( a ) , f J q ( z )  d e b e  e s t a r  e n  e s t a  
b o  I a , y  c o m o  z = f  P ( x ) , r é s u l t a  q u e  t o m a n d o  k  = p t- j q  > 
e n c o n t r a m o s  e n  B ( a )  u n  e l  e m e n t o  d e  l a  f o r m a  f ' ^ ( x )  , k  > j  . ■
A p a r t i r  d e  I t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c i a  s e  o b t i e n e  e l  t e o r e m a  a n â l o g o  
p a r a  e l  o p e r a d o r  a :
i i )  S i  f  e s  u n a  r .  i . a .  s e m i r r e g u ! a r  e n  S y  x  e  S,
e n t o n c e s  V P  € N,  f ~ P  ( x )  €  a ( x ) .
B a s t a  p a r a  p r o b a r  I o  a p l  i c a r  e l  t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c i a  a l  a p e r a d o r  
W f - 1 .  T a m b i é n  s e  o b t i e n e  i n m e d i a t a m e n t e  e l  s i g u i e n t e  c o r o l a r i o ,
q u e  s i m p l i f i c a  , e n  l a  h i p ô t e s i s  d e  s e r  f  u n a  r . i . a .  s e m i r r e g u I a r ,
l a  d e f i n i c i ô n  d e  l o s  o p e r a d o r e s  a  y w :
i i i )  <4(x)  c o i n c i d e  c o n  l a  S - a d h e r e n c  > a  d e  0 ^ ( x )  U  ( x ) ;  
a ( x )  c o ï n c i d e  c o n  l a  S - a d h e r e n c i a  d e  0 ~ ( x ) .
2 . 6 . 4 . T e o r e m a  d e  e s t r u c t u r a  de  w ( x ) en  u n a  r . i . a r e g u I a r .
En e s t e  a p a r t a d o  s e  o b t e n d r â  e l  r e s u l t a d o  f u n d a m e n t a l  r e s p e c t o  a l a  
e s t r u c t u r a  t o p o  I ô g i c a  de  l o s  c o n  j u n t o s  w ( x ) y a ( x )  d e  c u a l q u i e r  x E 
S SI  f  e s  u n a  r . i . a .  s e m i r r e g u l a r  en  S.  D e s p u é s  d e l  a n t e r i o r
a p a r t a d o ,  en  c o n c r e t o  d e l  c o r o I a r i o  i i i ) ,  e l l o  e s  é q u i v a l e n t e  a l a  
c a r a c t e r I z a c I ô n  t o p o  t ô g i c a  d e  i a s  ô r b i t a s  d e  l o s  e l e m e n t o s  d e  S.  E l
t e o r e m a  d e  e s t r u c t u r a  e s  t a t > l e c e  q u e :
i )  S i  f  e s  u n a  r .  i . a .  s e m i  r r e g u I a r  e n  S,  V x  S S 
w f x j  -  y p o r  c o n s i g u i e n t e  t a m b i é n  a ( x )  -  s e  p o n e  como u n i ô n  d e  
i n t e r v a l o s  S - c e r r a d o s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o .
P r e v I a m e n t e  a l a  o b t e n c i ô n  d e  e s t e  r e s u l t a d o  s e  p r é c i s a  e l
s i g u i e n t e  r e s u l t a d o  , d e  f â c i l  d e m o s t r a c i ô n .
i i )  S i  f  e s  u n a  r . i  e n  S y  z  € S v e r  i f  i c a :  z  €  u ( x ) - X C f ) ,  
e n t o n c e s  f ( z )  € u > ( x ) .
B a s t a  t e n e r  e n  c u e n t a  l a s  d e f i n i c i o n e s  y e l  h e c h o  d e  q u e  f  e s
c o n t î n u a  e n  z .
P a s a m o s  a h o r a  a l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  I t e o r e m a  d e  e s t r u c t u r a .  L a  
d e m o s t r a c i ô n  s e  b a s a  e n  e l  a n â l i s i s  d e  l a  e s t r u c t u r a  d e l  c o n j u n t o  
V = S -  w ( X ) .  P a r a  c l a r i f i c a r  l a  d e m o s t r a c i ô n , l a  d i v i d i m o s  p o r
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e t a p a s .  P ro b a r e m os  p r i m e r o
conexas.
a) V se escrib e  como uniôn numerable de sus componentes 
Estas son S -a b ie r ta s , y tienen su S -fro n te ra  sobre u ( x ) .
El  c o n j u n t o  V es  S - a b i e r t o  p o r  s e r  w ( x )  S - c e r r a d o .  E s t o  p r u e b a  qu e  
puede p o n e r s e  como u n i ô n  n u m e r a b l e  de S - a b i e r t o Æ ,  q u e
conven i e n t e m e n t e  a g r u p a d o s  dan l a s  c omp on ent e s  c o n e x a s  S - a b i e r t a s  
de V. Sea J una de e M a s .  S e r â  :
F r ( j )  n s = J n s n w(x)
Y c o mo  w ( x )  e s  S - c e r r a d o , w ( x )  A  s = u { x ) , d e  f o r m a  q u e :
F r ( J )  A  S C w ( x ) .
b )  E l  n û m e r o  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  V e s  f i n i t o .
S a b e m o s  q u e  V = u J j ,  d o n d e  M e s  u n  c o n j u n t o  n u m e r a b l e  o f i n i t o  y
i €M
y I a s  J  i l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  V. Como e l  c o n j u n t o  Y = F r ( Sj  W 
U X ( f )  e s  f i n i t o ,  s ô l o  u n  n û m e r o  f i n i t o  d e  c o m p o n e n t e s  J j  p u e d e n  
t e n e r  e n  s u  a d h e r e n c  i a p u n t o s  d e  Y.  S e a  © e l  m e n o r  d e  l o s  d i â m e t r o s  
d e  e s t a s  J ; ,  n e c e s a r i a m e n t e  p o s i t i v o .  C o n s i d é r â m e s  e l  c o n j u n t o  d e  
T n d i c e s  P C M  t a l  q u e  i E P = > < 5 ( J , )  > ©.  Es  c l a r o  q u e  P e s  f i n i t o
o n o  s e r T  a S a c o t a d o .  P a r a  p r o b a r ,  c o m o  d e s e a m o s ,  q u e  M e s  f i n i t o  
e s  s u f i c i e n t e  p r o b a r  q u e  Q = M -  P e s  v a c i o .  P r o b a r e m o s  q u e  e s t o  e s  
c I e r  t o  p o r  r e d u c e i ô n  a I a b s u r d o .
S e a  p u e s  i E Q.  Es  c l a r o  p o r  l a s  d e f  i n i c  i o n e s  q u e  J ,  A Y = x . De :
Se d e d u c e  q u e  f / J j  e s  i s o m e t r î  a . P r o b a r e m o s  q u e  F r ( j , )  C w ( x )  . En  
e f e c t o ,  l o s  e x t r e m o s  d e  l a s  J ,  s o n  p u n t o s  f r o n t e r a  d e  S ,  o b i e n  
p e r t e n e c e n  a l a  f r o n t e r a  r e  I a t i v a  d e  J ,  en  S.  E l  p r i m e r  s u p u e s t o  e s  
i m p o s i b l e  p u e s  s a b e m o s  q u e
J j  A  F r ( S )  = J*
E s t o  s i g n i f i c a  q u e  F r ( J  j ) C F r ( S ) AS C w ( x ) , s e g û n  a ) .
P o r  o t r a  p a r t e  l o s  e x t r e m o s  d e  J ,  no  p u e d e n  s e r  p u n t o s  d e  c a m b i o ,  
p o r  l o  q u e  s e  v e r i f i c a  p o r  l a  c o n t i n u i d a d  d e  f  e n  d i c h o s  p u n t o s  ;
f ( F r ( J j ) )  = F r ( f ( J , ) )
Como F r ( j j )  c  w ( x )  -  X ( f ) ,  r é s u l t a  p o r  l o  a n t e r i o r  e  i i )  q u e  
t a m b i é n  F r ( f ( J j ) )  C w ( x ) . E s t o  p r u e b a  q u e  f ( J , )  e s  u n  i n t e r v a l o  q u e  
t  i e n e  s u s  e x t r e m o s  e n  w ( x ) .
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P o r  o t r a  p a r t e  f ( J , )  C ^  y a  q u e  a I r e d e d o r  d e  c a d a  y 6  J ,  p o d e m o s
e n c o n t r a r  u n a  S bo  i a 8 ( y )  s i n  p u n t o s  d e  l a  f o r m a  f * ^ ( x )  y q u e  se
t r a n s f o r m a  i s o m é t r i c a m e n t e  p o r  f ,  l o  q u e  p r u e b a  q u e  e n  f ( B ( y ) ) ,  q u e  
e s  u n a  S - b o l a  a I r e d e d o r  d e  f ( y ) , n o  p u e d e  n a b e r  i n f i n i t o s  p u n t o s  d e  
l a  f o r m a  f * ^ ( x ) .  y p o r  t a n t o  y n o  p u e d e  e s t a r  e n  w ( x )  .
Se c o n c I u y e  q u e  f ( J , )  e s  u n  i n t e r v a l o  i n c l u i d o  e n  V y c o n  e x t r e m o s  
en  u ( x ) ,  d e  d o n d e  n o  p u e d e  e s t a r  i n c l u i d o  en  n i n g û n  o t r o  i n t e r v a l o  
d e  V.  Se t r a t a  p o r  t a n t o  d e  u n  i n t e r v a l o  m a x i m a l  d e  V.  e s  d e c i r  , 
de  u n a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  J j . E I  d i â m e t r o  d e  J j  e s  i g u a l  a l  d e  J , ,  y 
p o r  t a n t o  m e n o r  q u e  0 ,  d e  d o n d e  c o n c l u i m o s  q u e  j  € Q.
R e i t e r a n d o  e l  m i s m o  r  a z o n a m  i e n t o . c o n c  I u i m os  q u e  t o d o s  l o s  f * ^ ( J , ) ,  
K E N  s o n  d e  l a  f o r m a  c o n  n E Q.  P e r o  e s t o  e s  i m p o s i b l e ,  p o r q u e  
s e r  T a J j  un  i n t e r v a l o  w - i s o m é t r  i c o , c o n t r a  l o  p r o b a d o  e n  i i )  d e
3 . 6 . 2 .  De e s t a  c o n t r a d i c c i ô n  s e  d e d u c e  q u e  Q = 0 ,  y p o r  t a n t o  M e s
f i n i t o ,  y V e s  u n i o n  f i n i t  a d e  i n t e r v a l o s  S - a b  i e r t o s .
c )  l n t s ( u ( x } )  /  y
P u e s  d e  l o  c o n t r a r i o  w ( x ) s e r  T a un  c o n j u n t o  f r o n t e r a  , y  s i e n d o
S - c e r r a d o ,  c o i n c i d i r î a  c o n  s u  S - f r o n t e r a ,  i g u a l  a s u  v e z  a l a
S - f r o n t e r a  d e  s u  c o m p I e m e n t a r i o  P e r o  e s t o  e s  i m p o s i b l e ,  y a  q u e  V,
co mo  u n i o n  f  i n t t  a d e  i n t e r v a l o s ,  t i e n e  u n a  S - f r o n t e r a  f i n i  t a ,  y s i n
e m b a r g o , w ( x )  e s  un  c o n j u n t o  i n f i n i t o ,  y a  q u e  p o r  e l  t e o r e m a  d e  
r e c u r r e n c  i a s a b e m o s  q u e  c o n s t a  a l  m e n o s  d e  t o d o s  l o s  f * ^ ( x ) ,  
d i s t i n t o s  e n t r e  s î  p o r  s e r  f  a c î c l i c a .
d )  u ( x )  e s  u n i o n  f i n i t a  d e  i n t e r v a l o s  S - c e r r a d o s  d e
d i â m e t r o  p o s i t i v o .
Qu e  e s  u n i ô n  f i n i t a  d e  i n t e r v a l o s ,  s e  d e s p r e n d e  d e l  h e c h o  d e  q u e  e s  
e l  c o m p I e m e n t a r I o  d e  v ,  u n i ô n  f i n i  t a  d e  i n t e r v a l o s ,  r e s p e c t o  de  S,  
t a m b i é n  u n i o n  f i n i t a  de  i n t e r v a l o s .  P a r a  p r o b a r  q u e  s o n  d e  d i â m e t r o  
p o s i t i v o ,  b a s t a  v e r  q u e  w ( x ) n o  p u e d e  t e n e r  p u n t o s  a i s  I a d o s . E l l o
s e  d e d u c e  d e  q u e  en  t o d o  S - e n t o r n o  de  y E w ( x ) d e b e  h a b e r  i n f i n i t o s
p u n t o s  d e  l a  f o r m a  y t o d o s  e l l o s  p e r t e n e c e n ,  s e g û n  e l
t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c i a  , a w ( x ) . F i n a I  men t e  l o s  i n t e r v a l o s  q u e  
c o m p o n e n  w ( x ) s o n  c I a r a m e n t e  S - c e r r a d o s .  g
2 . 6 . 5 .  T e o r e m a  d e  m i n i m a l  i d a d  ^
En e s t e  p u n t o  s e  c o m p l e t a  e l  e s t u d i o  d e  l a s  r . i . a .  o b t e n i e n d o  u n a  
c o n d i C i ô n  n e c e s a r i a  y su  f i c i e n  t e  de  m i n i m a l i d a d  p a r a  l a s  m i s m a s  e n  
e l  c a s o  d e  q u e  s e a n  r e g u I  a r e s . P r o b a r e m o s  e n  p r i m e r  l u g a r  q u e  
p a r a  d o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  x e y ,  s u s  o m e g a - c o n j u n t o s  s o n  e s e n -  
c i a l m e n t e  i g u a I  e s , o e s e n c i a  I men t e  d i f e r e n t e s ,  e n  c o n c r e t o :
i )  S i  f  e s  u n a  r .  i . a  r e g u l a r  e n  S,  x  €  X ( f ) ,  y  € S ,  
e n t o n c e s  m t ^ ( u } ( x ) } n l n t ^ ( u t ( y )  )  /  y  - A  l n t ^ ( u ( x )  )  C I n t ^ l u f y )  ) .  S i  
a d e m â s  s u p o n e m o s  q u e  t a m b i é n  y  € X ( f ) ,  e n t o n c e s  l a  a n t e r i o r
i n c l u s i o n  e s  u n a  i g u a l d a d .
E s t a  s e g u n d a  a f i r m a c i ô n  s e  d e s p r e n d e  d e  l a  p r i m e r a .  i n t e r c a m b i a n d o  
l û s  p a p e  l e s  d e  x e  y .
P a r t î m e s  p o r  t a n t o  d e  l a  n i p ô  t e s  i s x E X ( f ) .  y E S .  T o m a r e m o s  z €
I n  t  g ( * ( X ) )  y p r o b a r e m o s  q u e  z E w ( y ) .  De e s t a  f o r m a  t e n d r e m o s  q u e  
I n t g ( w ( x ) ) C w ( y ) = > I n t g ( w ( X ) ) C I n t g ( w ( y ) )  , q u e  e s  l o  q u e
q u e r e m o s  c o n c l u i r .
S e a  p o r  t a n t o  x E X ( f ) ,  y E S ,  z E l n t g ( w ( x ) ) .
P a r a  p r o b a r  c omo  d e s e a m o s  q u e  z E w ( y ) . b a s t a  p r o b a r  q u e  d a d a  u n a  
S - b o l a  B g ( z )  c e n t r a d a  e n  z  y  d e  r a d i o  e a r b i t r a r i o ,  y  u n  n a t u r a l  i 
a r b i l r a r i o ,  p o d e m o s  e n c o n t r a r  u n  K > i t a  I q u e  f * ^ ( y )  E Bg  ( z )  .
T o m a m o s  p a r a  e l l o  u n  a b i e r t o  n o  v a c i o  w c  w ( x )  A  w ( y ) , c u y a  
e x i s t e n c i a  g a r a n t i z a n  n u e s t r a s  h i p ô t e s i s .  T o m a m o s  n > l  t a  I q u e  
f P ( x )  = p  E w .  P a r a  n i n g û n  s E N p o d r â  s e r  f S  d i s c o n t i n u a  e n  p ,  o  
d e  l o  c o n t r a r i o  f  n o  s e r T  a r e g u l a r -  r e c u e r d é s e  q u e  x  E X ( f j - .
Como  z E w ( x )  . p o d e m o s  e n c o n t r a r  un  m > n t a l  q u e  f * " ( x )  € Bg  ( z )  . S t  
e s  s = m - n ,  e n t o n c e s  f ® ( p )  = F " ^ ( x )  E 8 g ( z ) .  T o m e m o s  u n a  S - b o l a  
B j ( p )  c o n  6 l o  s u f i c I e n t e m e n t e  p e q u e n o  p a r a  q u e  f ®  s e a  i s o m e t r î  a e n  
B j ( p ) , y p a r a  q u e  f ® ( B j ( p ) ) C B g ( z ) . 1 o q u e  p o d e m o s  c o n s e g u i r  y a  q u e  
s a b e m o s  q u e  f ® ( p )  = f ' ” ( x )  E Bg ( z )  . A d e m â s ,  c o m o  p  E w ( y )  , p o d e m o s  
e n c o n t r a r  t  > i t a  I q u e  f ^ ( y f  E B ^ ( p )  , c o n  l o  q u e  s i  K = s ♦ t ,  
r é s u l t a  q u e  f ^  ( y )  = f ®  ( f ( y )  ) E f ®  (B ( p ) )  C B < z )  . ■
P r é c i s â m e s  a c o n t i n u a c i ô n  de  l a  s i g u i e n t e  p r o p o s i c i ô n  a u x i i l a r :
i i )  S i  f  e s  u n a  r .  i . a  r e g u l a r  e n  S,  e n  t o n c e s :  
œ
X €  U  ( X ( f ) )  - >  f - ^  e s  c o n t i n u a  e n  x  V  k  €  N
i - O
E s  c o n s e c u e n c i a  d e  l a s  d e f i n i c i o n e s  y d e  l a s  r e l a c i o n e s  i i i )  y i v )  
d e  2 . 5 . 2 .
A c o n t i n u a c i ô n  s e  o b t i e n e  un  r e  f  f  n a m i e n t o  d e  I r e s u l t a d o  d e  i )  p a r a  
e l  c a s o  e n  q u e  F s e a  r e g u l a r ,  c o n s i g u i e n d o  u n a  c a r a c t e r i z a c i ô n  
p r é c i s a  d e  l a s  i n t e r s e c c i o n e s  d e  l o s  o m e g a - c o n j u n t o s  d e  l o s  p u n t o s  
d e  c a m b i o .
i i i )  S i  f  e s  u n a  r . i .  a .  r e g u l a r  e n  S,  y  x  e  y  s o n  p u n t o s
d e  X ( f ) ,  e n t o n c e s  o  b i e n  u ( x )  n u ( y )  = y  o b i e n  u> ( x )  -  u ( y ) .
P r o b a r e m o s  en  p r i m e r  l u g a r  q u e  w ( x )  A  w ( y ) /  0 = >
b i e n  ; u ) ( x )  -  w ( y  ) , o b i e n  :
o
w ( x )  A w ( y )  C U f ■ '  (X ( f ) )
1-0
S u p o n g a m o s  p a r a  d e m o s t r a r l o  q u e  l a  û l t i m a  r e l a c i ô n  n o  e s  c i e r t a ,  y  
s e a  z E u»(x)  A w ( y )  . S e g û n  i )  d e  3 . 5 . 2 .  w ( z )  C w ( x )  y  w ( z )  C w ( y )  ,
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I u e g o  w ( z ) C w ( x )  n  w ( y )  . F I t e o r e m a  cie e s t r u c t u r a  p r i i e t i a  q u e
I n t g w ( z )  n o  e s  v a c i o ,  y c o mo  l n t s ( w ( z ) )  C I n t g ( w ( x ) ) n  i n t g ( w ( y ) ) ,  
s e g û n  l a  p r o p o s i c i o n  q u e  s e  a c a b a  d e  p r o b a r  s e  o b t i e n e  i n t g ( w ( x ) )  =
I n  t  r ( w ( y ) )  . P e r o  s i e n d o  w ( x )  y w ( y )  u n i o n e s  f i n i t a s  d e  i n t e r v a l e s
S - c e r r a d o s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o ,  l a  c o i n c i d e n c i a  d e  s u s  S -
i n t e r i o r e s  e s  é q u i v a l e n t e  a l a  c o i n c i d e n c i a  d e  t o d o  e l  c o n j  u n  t o .
A c o n t i n u a c i ô n  m o s t r a r e m o s  q u e  d e  l a  a I t e r n a t i v  a s e f t a l a d a ,  s 6 I o  e s  
p o s i b i e  l a  s e g u n d a  o p c i ô n .  S u p o n g a m o s  p a r a  e l l o  q u e  w ( x )  n  w ( y )  /  ^  
y q u e  w ( %)  X w ( y ) . S e g û n  l o  p r o b a d o :
CO
w ( x )  n  w ( y )  c u  f ' (X ( f ) )
I = 0
T o m e m o s  z € w ( x )  n  w ( y ) ,  z = f ' ( t ) .  i € N, t e  X ( f ) .  E l  p u n t o  z 
d e b e  p e r t e n e c e r  a l a  f r o n t e r a  c o m û n  d e  u n  a c o m p o n e n  t e  c o n e x a  C ( x )  
de  l a s  q u e  c o n s t i t u y e n  w ( x )  y d e  o t r a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  C ( y )  d e  l a s  
q u e  c o m p o n e n  w ( y ) ,  y a c i e n d o  c a d a  u n a  a u n  I a d o  d e  z .  y a q u e  s i  z 
e s t u v I  e r a  e n  e l  S - i n t e r i o r  d e  a l g u n a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  d e  w ( x )  o d e  
w ( y ) ,  d e  e l l o  s e  d e d u c  i r T  a q u e  I o s  S - i n t e r i o r e s  d e  a mb o s  c o n j u n t o s  
t e n d r  T an  i n t e r s e c c i ô n  n o  v a c i a ,  s i t u a c i o n  i n c o m p a t i b l e  c o n  e l  
s u p u e s t o  q u e  h a c e m o s  s o b r e  w ( x )  O w ( y ) .  E s t e  m i s m o  s u p u e s t o ,  j u n t o  
c o n  I I ) s i g n i f i c a  l a  c o n t i n u i d a d  d e  V  k  C N, p o r  l o  q u e  + " ^ ( z )
p e r t e n e c e  s i e m p r e  a l a  S - f r o n t e r a  de  w ( x )  y d e  w ( y ) . P e r o  e s t o  
S i g n i f i e d  q u e  e s t a s  S - f r o n t e r a s  s o n  c o n j u n t o s  i n f i n i t e s ,  en  
c o n  t r a d  I c c I ô n  c o n  e l  t e o r e m a  d e  e s t r u c t u r a ,  o b i e n  q u e  f  e s  
c r c I i c a ,  t a m b i é n  c o n t r a d i c t o r i o  c o n  n u e s t r a s  n i p 6  t e s i s . g
E l  p r o x i m o  p a s o  c o n s i s t e  e n  e s t a b l e c e r  l a  r e l a c i ô n  e x i s t e n t e  e n t r e  
e i  w - c o n j u n t o  de  I o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  y l a  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  S 
m e d I  a n t e  l a  s i g u i e n t e  p r o p o s  i c 1 6 n :
f V j  S /  f  e s  u n a  r .  i . a .  r e g u l a r  e n  S,  V }< €  X ( f ) ,  e !
c o n j u n t o  u ( x )  e s  S - a b i e r t o ,  y  s e  p o n e  como u n i o n  d e  c o m p o n e n t e s
c o n e x a s  d e  S.  Mas  c o n c r e t a m e n t e ,  s e  p o n e  como u n i o n  d e  a q u e l l a s  
c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  q u e  s o n  " v i s i t a d a s “ p o r  l a s  s u c e s i v a s  f ^ ( x ) ,  M 
> O.
El  r e s u  I t a d o  a n t e r i o r  j u n t o  c o n  i v )  d e  2 . f i . 2 .  p r u e b a n  q u e  S s e  
p u e d e  e s c r i b i r  co mo  l a  u n i o n  d i s j u n t a  d e  o m e g a - c o n j u n t o s  d e  
p u n t o s  d e  c a m b i o .  E s t o  p r u e b a  q u e  w ( x ) , x € X ( f ) . s e  o b t i e n e  como  
c o m p I e m e n t a r I o  de  u n a  u n i o n  f i n i  t a  d e  o m e g a - c o n j u n t o s , y c o m o  c a d a  
u no  d e  e l l e s  e s  S -  c e r r a d o  r é s u l t a  q u e  w ( x )  e s  S - a b i e r t o .  Como c a d a  
u n a  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  C d e  S e s  S - a b i e r t a ,  s u  i n t e r s e c c i ô n  
c o n  u ( X ) e s  C - a b i e r t a  y C - c e r r a d a ,  d e  d o n d e  d e b e  s e r  v a c T a  o c o i n -  
c i d i r  c o n  C.  E s t o  p r u e b a  q u e  u ) ( x )  s e  e s c r i b e  c o m o  u n i o n  d e  c o m p o ­
n e n t e s  c o n e x a s  d e  x .  S i  en  u n a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  d e  S n o  May
n I n g u n a  f k ( x ) ,  e n t o n c e s  e s  c I a r o  q u e  d i c h a  c o m p o n e n t e  n o  p u e d e
e s t a r  i n c l u i d a  en w ( x ) .  S i ,  p o r  e I  c o n t r a r i o ,  a l g u n a  f * ( x )  e s t a  e n  
u n a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  d e  S.  p o r  e I  t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c  i a r é s u l t a  
q u e  l a  i n t e r s e c c i ô n  d e  d i c b a  c o m p o n e n t e  y w ( x )  n o  e s  v a c î a  y a  q u e  
c o n s t a  a l  m e n o s  d e  l a  f ^ ( x ) ,  y p o r  l o  t a n t o  t o d a  l a  c o m p o n e n t e  
c o n e x a  d e b e  e s t a r  i n c l u i d a  en w ( x ) ,  a s  T q u e  w ( x )  s e  e s c r i b e  c o mo  
u n i o n  de  l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  S v i s i t a d a s  p o r  l a s  f k ( x ) .
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S o l o  r e s t a  e x t e n d e r  I o s  r e s u  I t a d o s  o b t e n i d o s  e n  i i i )  y  i v )  a p u n t o s  
q u e  n o  s o n  d e  c a m b i o  E s t o  s e  I o g r a  c o m o  c o n s e c u e n c i a  d i r e c t a  d e  
l a  s i  g u i  e n t e  p r o p o s  i c i 6 n :
V)  S i  r  e s  u n a  r .  i . a .  r e g u l a r  e n S , V x €  S ,  3 t €  X ( f )  : 
ùj (xJ = u ( t ) . P o r  t a n t o  l o  d i c h o  e n  i i i )  y  i v )  t i e n e  v a l i d e z  p a r a  
t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  S.
ca
P r i m e r o  e s t u d  i a r e m o s  e I c a s o  e n  q u e  x  n o  p e r t e n e c e  a U y
i =0
e n  q u e ,  p o r  t a n t o ,  f ' e s  c o n t T n u a  e n  x  V  i € N.
Como S s e  o b t i e n e  c o m o  u n i o n  d e  o m e g a - c o n J u n t o s  d e  p u n t o s  d e  
c a m b i o ,  p a r a  c i e r t o  y  € X ( f )  e s  x  € w ( y ) .  d e  d o n d e  p o r  i )  d e  2 . 6 . 2  
r é s u l t a  q u e  ^i»<x) C w ( y ) .  P e r o  p o r  e  i . t e o r e m a  d e  e s t r u c t u r a  s a b e m o s  
q u e  I n t g  ( w ( % )  ) /  I», y t o m a n d o  z  € l n t s ( w ( x )  ; y u n  t  6  X ( f )  t a t  q u e  
s e a  z  € w ( t ) ,  s e r a ,  p o r  s e r  w ( t )  S - a b i e r t o .  z  € l n t g ( w ( t ) ) .  De 
a qu T  q u e  z € m t g ( w ( x ) )  n l n t g  ( w (  t  ) ) /  /  . A p l i c a n d o  a h o n a  i )  d e
e s t e  mi  smo p u n t o  s e  d e d u c e  q u e  u > ( t )  = l n t g  ( w ( t )  ) C I o t g  ( w  ( x )  ) C
w ( x )  C w ( y ) .  De a q u T  s e  c o n c l u y e  q u e  w ( t )  n w ( y )  / p . y  p o r  s e r  t  e
y  p u n t o s  d e  c a m b i o ,  p o r  i i i ) ,  q u e  w ( t )  y w ( y )  c o i n c i d e n  e n t r e  s T y
t a m b i é n  c o i n c i d e n  c o n  w ( x ) ,  c o m p r e n d  i d o  e n t r e  a m b o s .
m
En e I  s e g u n d o  c a s o ,  s i  x 6  U f ( X { f ) ) ,  e n t o n c e s  p a r a  c i e r t o  t  €
I =0
X ( f )  e s  f i ( x )  = t , d e  d o n d e  p o r  v i ) d e  2 . 6 . 1  r é s u l t a  w ( x )  = w ( t ) . g
Con  t o d o s  e s t o s  r e s u  I t a d o s  e s t a m o s  en  c o n d  i c i o n e s  d e  o b t e n e r  
f â c  i I m e n t e  e I  T e o r e m a  d e  m i n i m a l i d a d  p a r a  u n a  r . i . a .  r e g u l a r :
v i )  S i  f  e s  u n a  r . i . a  r e g u l a r  e n  S ,  l a s  s i g u i e n t e s  a f i r -  
m a c i o n e s  s o n  e q u i v a l e n t  e s  :
a )  f  e s  m i n i m a l
b )  f  e s  t r a n s i t i v a
c )  3  X € S  t a l  q u e  a l g u n a  ( x ) , K î  O,  e s t a  e n  c a d a  
c o m p o n e n t e  c o n e x a  d e  S.
S i  f  n o  e s  m i n i m a l , s u  d o m i n i o  s e  d e s c o m p o n e  e n  u n i o n  d e  como  
m â x i m o  t a n t o s  c o n j u n t o s  como c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  t i e n e  S,  t a i e s  
q u e  l a  r e s t r i c c i ô n  d e  f  a  c a d a  u n a  d e  e l l o s  e s  u n a  r .  i . m i n i m a l .
a )  = > b )  y b )  => c )  s o n  i n m e d i a t a s .  En  l a s  b i p ô t e s i s  d e  c ) , d e  i v )  
y  V )  s e  d e s p r e n d e  d i r e c t a m e n t e  b ) . F , n a l m e n t e  d e  i i i ) y  v )  s e  
d e d u c e  q u e  b )  => a ) .  L a  s e g u n d a  a f i r m a c i ô n  s e  d e s p r e n d e  d e l  h e c b o  
d e  q u e  l a  r e s t n c c i ô n  d e  f  a l a  u m ô n  d e  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  
v i s t t a d a s  p o r  u n  p u n t o  e s  u n a  r . i . a .  m i n i m a l ,  s e g û n  I o s  r e s u t t a d o s  
a n t e r i o r e s . I
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3 . 7 .  CCNC R A L I Z A C I  O N E S .
En e s t e  a p a r t  a d o  s e  o o t i e n e n  d i v e r s a s  g e n e r a  I i z a c i o n e s  q u e  
p e r m i t i r â n  p o s t e r i o r m e n t e  m a y o r  f l e x i p i I , d a d  e n  l a s  a p I i c a c i o n e s .
2 . 7 .  1■ G e n e r a  I i z a c  i o n  d e  I a d e f i n i c  i 5 n  d e  r . i .
En  I a s  a p l  i c a c I  o n e s , r é s u l t a  a v e c e s  m o l e s t a  l a  e x  i g e n e  i a d e  q u e  
t o d o s  l o s  I n t e r v a I  o s  i s o m é t r i c o s  d e  u n a  r . i .  d e b a n  s e r  d e  d i â m e t r o  
p o s i t i v o ,  y p u e d e  s e r  m uy  c o n v e n i e n t e  c o n s i d e r a r  l a  p o s i b i l i d a d  d e  
q u e  h a y a  u n  n u m é r o  f i n i  t o  d e  p u n t o s  p a r a  l o s  q u e  d i c h o  i n t e r v a I o  
s e  r e d u z c a  a l o s  m i s m o s  p u n t o s .  E s t e  c a s o  s e  p r o d u c e . c omo  v e r e m o s  
e n  e I  p r o x i m o  c a p T t u l o ,  en  l o s  b i  I l a r e s  p o I  » g o n a I  e s  d e  â n g u I  o s  
r a c i o n a l e s ,  e n  d o n d e  e I  r e b o t e  e n  l o s  v e r t i c e s  p l a n t e a  p r o b l e m a s  d e  
e s t  a c l a s e .
C o n s i d e r e m o s  e !  s i g u i e n t e  s î s t e m a  d i n â m i c o :  S e a  S u n i ô n  f i n i  t a  d e
i n t e r v a l o s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o  y  f : S  > 5  u n a  a p l i c a c i ô n  c o n  u n
n u m é r o  f i n i  t o  d e  p u n t o s  d e  d i s c o n t i n u i d a d , c u y a  r e s t r i c c i ô n  a l  
d o m i n i o  d e  c o n t i n u i d a d  e s  i n y e c t i v a  y  p r é s e r v a  l a  m e d i d a  L e t > e s g u e .
E s t a  u l t i m a  n i p ô t e s i s  e s  é q u i v a l e n t e  a l a  a c t u a c i ô n  i s o m é t r i c a  
s o b r e  l o s  i n t e r v a l o s  d e  c o n t i n u i d a d ,  q u e  s e r â n  a s  T i n t e r v a l o s
i s o m é t r i c o s .  L a  d i f e r e n c  i a c o n  u n a  i . l . b .  , e s  q u e  a n o r a  May un
n u m é r o  f i n i t o  d e  p u n t o s  e n  l o s  q u e  n o  s e  e x i g e  c o n t i n u i d a d  l a t e r a l ,  
y s o l o  s e  n e c e s i t a  l a  i n y e c t i v i d a d  en  e I  c o m p I e m e n t a r i o  d e  e s t o s  
p u n t o s .  B a j o  e s t a s  c o n d i c i o n e s  d e c i m o s  q u e  f  e s  u n a  r c o r d e n a c i ô n  
p o r  i n t e r v a l o s  g e n e r a  I i z a d a .
N u e s t r o  o b j e t !  v a  e s  p r o b a r  q u e  p u e d e  c o n s t r u i r s e  u n a  r e o d e n a c i ô n  
p o r  I n t e r v a / o s  g  a  c u y a  d i n â m i c a  e s t a  s u b o r d / n a d a  t a  d e  f .
En u n a  p r i m e r a  e t a p a  p r o b a r e m o s  q u e  p o d e mo s  c o n s t r i n r  u n a
a p ! ! c a c ! ô n  g : S  A 5  qu e  c o i n e i d e  c o n  f  s a l v o  e n  l o s  p u n t o s  d e
d i s c o n t i n u i d a d , y  t a l  q u e  e s  b i y e c t i v a .
C o n s i d e r e m o s  p a r a  e l l o  l a  f a m i l i a  { / ,  J d e  i n t e r v a l o s  i s o m é t r i C O S  
d e  f  y  s e a  p a r a  c a d a  i J ,  - f { / , ) .  E l  c o n j u n t o  S -  U ! j = D e s  e I
c o n j u n t o  f m i t o  d e  p u n t o s  de  d  i s c o n  t i nu  i d a d .  E l  c o n j u n t o  E = S 
U J ,  e s  u n a  u n i ô n  f i n i  t a  de  i n t e r v a l o s ,  y  t i e n e  m e d i d a  n u t a ,  l u e g o  
e s  un  c o n j u n t o  f m i t o  de  p u n t o s .  S s e  p o n e  p o r  u n a  p a r t e  como suma  
c o n e x a  (  v e r  3 . 4 . 2 . )  d e  t o d o s  l o s  i n t e r v a l o s  d e  (  i j i  y  d e  D.  y  
p o r  o t r a  p a r t e ,  como suma c o n e x a  d e  l o s  i n t e r v a l o s  d e  l  J ,  1 y  à e  
E.  L a  d i f e r e n c i a  e n t r e  e l  n û m e r o  d e  a b i e r t o s  y  c e r r a d o s  de  c a d a  u n a  
d e  e s t a s  d o s  c o t e c c i o n e s  d e  i n t e r v a l o s  d e b e  c o i n c i d i r .  Como f  e s  
h o r h eo m o r f  i smo e n  c a d a  / , ,  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  e l  n û m e r o  d e  a b i e r t o s  
y  c e r r a d o s  e n  f  / ,  { y  en  f  J ,  )  c o i n c i d e .  P o r  t a n t o  d e b e  c o i n c i d i r  
d i c h a  d i f e r e n c i a  e n  t a s  f a m i l i e s  D y  E  —  c o n s i d e r a d a s  a q u T  como
c o l e c c i o n e s  d e  i  n t e r v a I  o s  c e r r a d o s  — , /  e s o  s i g n i f i c a  q u e  e n  D y
e n  E h a y  e l  m i s m o  n u m é r o  d e  p u n t o s .  Es  c I a r o  a h o r a  q u e  d e f i n i e n d o
c o n v c n I  e n t e m e n t e  l a s  i m â g e n e s  d e  l o s  p u n t o s  d e  D s o b r e  p u n t o s  d e  E,  
s e  o b t i e n e  l a  a p l i c a c i ô n  g d e s e a d a . g
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En u n a  s e g u n d a  e t a p a ,  p r o b a r e m o s  q u e  d e  f  m t  e n d o  g d e  m a r i e r a  
eu  i d a d o s a ,  p u e d e  o o t e n e r s e  a d e m â s  t a  c o n t i n u i d a d  l a t e r ' a l  e n  t o d o s  
l o s  p u n t o s ,  a u n q u c  a n o r a  s e r J  t a t  v e z  p r e c i s n  a n a d t r  o  q u i  t a r  
a t g u n o s  e x t r ' e m o s  d e  l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x . i s  d e  S.  D i v i d i f ' e m o s  e l  
e s t u d i o  e n  d o s  p a r t e s :
a )  f  e s  o r i e n t a b l e .
E n t e n d e r e m o s  q u e  f  e s  o r i e n t a b l e  s i  s u  r e s t r i c c i ô n  a c u a l q u i e r  
i n t e r v a l o i s o m é t r i c o  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o  e s  c r e c i e n t e .  S e a  ( J j  |
, i € M, l a  f  am I I i a d e  l o s  i n t e r v a l o s  i s o m é t n c o s  d e  f .  y  d e f  i n a m o s
H,  = l n t g < J j )  V  i € M. C o n s i d e r e m o s  u n  i  n t e r v a I o  S ’  c e r r a d o  p o r  l a
i z q u i e r d a  y  a b  i e r t o  p o r  t a  d e r e c h a ,  c o n t e n  i e n d o  a S e s t r  i e t a m e n t e  
y d e f  i n a m o s  g:  S ' — A S '  d e  l a  s i g o i e n t e  f o r m a :  E n  e l  i n t e r i o r  <je 
S ' -  S ,  g a c t û a  c o m o  l a  i d e n t i d a d .  S i  x € H , ,  i € M,  g ( % .  
F i n a I m e n t e ,  e n  e l  r e s t o  d e  I e s  p u n t o s ,  q u e  e s  u n  c o n j u n t o  f i n 4 t o  d e  
p u n t o s  a i s I a d o s  ( p o r q u e  s o n  e x t r e m o s  d e  i n t e r v a I  o s  H ,  n o  v a c i o s ) ,  
s e  d e f i n e  g d e  m a n e r a  q u e  s e a  c o n t i n u a  p o r  l a  d e r e c n a .  L a  i m a g e n  
p o r  g d e  d o s  p u n t o s  a i s I a d o s  d e  e s t e  u l t i m o  g r u p o ,  n o  p u e d e  c o m c i -  
d i r ,  y a  q u e  a l a  d e r e c h a  d e  c a d a  u n o  d e  l o s  d o s  y a c e  u n  i n t e r v a l ©
f ( H j )  a b  i e r t o  y  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o .  E s t o  g a r a n t  i z a  l a  i n y e c t  i v  i -
d a d  d e  g .  T a m b i é n  d e b e  s e r  s o b r e y e c t t v a , y a  q u e  e l  c o m p l e m e n t a r i o
de  l a  i m a g e n  d e  g d e b e  s e r  d e  m e d i d a  n u  l a  y s e  o b t i e n e  c o m o  u n i ô n
f i n i t a  d e  i n t e r v a l o s ,  e s  d e c i r ,  d e b e  s e r  u n  c o n j u n t o  f i n i t o  d e  
p u n t o s .  As  T S '  s e  p o n e  c o m o  u n i ô n  d e  u n a  f a m i l i a  f m i t a  y  d  i s  j u n t a
de  sem i c e r r a d o s  , q u e  e s  g ( S ' ) ,  y d e  u n  n û m e r o  f i n i t o  d e  p u n t o s ,
q u e  s o n  i n t e r v a l o s  c e r r a d o s ,  l o  q u e  e s  i n c o m p a t i b l e  c o n  s e r  S '  
s em i c e r r a d o  , s a l v o  s i  d i c h a  f a m i l i a  d e  p u n t o s  e s  v a c J a  ( v e r  l o  
r e f e r e n t e  a l a  s u m a  c o n e x a  d e  i n t e r v a l o s  e n  2 . 4 . 2 . ) .
b j  C a s o  n o  o r i e n t a b l e .
A q u '  l a  c o n s t r u c c i ô n  e s  a I g o  m â s  c o m p I  i c a d a , a u n q u e  s e  b a s a  e n  l a
m i s m a  i d e a .  S e a  G'  u n  i n t e r v a  I o q u e  i . n c l u y e  e s t r  i c t a m e n t e  a S .
S u p o n g a m o s  q u e  S '  e s  un  i n t e r v a l ©  c e r r a d o  c u y o  i n t e r i o r  c o n t i e n e  a 
S,  y d e f m i m o s  g c omo  l a  i d e n t  i d a d  e n  e l  i n t e r i o r  d e  S ' -  S .  y g 
c o ï n c i d e n t e  c o n  f  e n  l o s  H,  d é f i n i  d o s  c o m o  en  e l  c a s o  a n t e r i o r .
T e n e m o s  l a  s i g u i e n t e  s i t u a c i ô n :  E n t r e  l o s  i n t e r  l o r e s  d e  l o s  y
l o s  I n t e r I  o r e s  d e  l o s  i n t e r v a l o s  q u e  d e  S ' - S ,  f o r m a n  u n a  
c o l e c c i ô n  ( l ) d e  i n t e r v a  I o s . c u y a s  a d h e r e n c  i a s  u n  i dv i s  s o n  
p r e c I s a m e n t e  S ' .  O e b e m o s  d é f i n i r  g e n  I o s  e x t r e m o s  d e  e s t o s  
i n t e r v a l o s  d e  m a n e r a  q u e  s e a  e n  e l l e s  c o n t i n u a  a i z q u i e r d a  o  
d e r e c h a ,  y q u e  s e a  b i y e c t i v a .  L a s  i m i g e n e s  de  l o s  e x t r e m o s  i n f e r i o r  
y s u p e r i o r  d e  S '  s e r â n  c I a r a m e n t e  e l l o s  m t s m o s .  P a r a  e l  r e s t o  d e  
l o s  e x t r e m o s  s e  p r o c é d é  c o m o  s i g u e :
Se  c o m i e n z a  e l i g i e n d o  a r b i t r a r i a m e n t e  u n  e x t r e m o  , p o r  e j e m p l o  e l  
I z q u I e r d o  d e  e l  i n t e r v a I o  I j .  L L a m é m o s I o  X j ( i ) .  A e s t e  e x t r e m o  s e  
l e  a s i g n a  i m a g e n  d e  m a n e r a  q u e  g s e a  e n  é I  c o n t i n u a  p o r  l a  d e r e c h a .  
A c o n t i n u a c i ô n  s e  c o n s i d é r a  l a  i m a g e n  g ( l j ) .  S i  g e s  c r e c i e n t e  e n  
s u  r e s t r i c c i ô n  a I j  e n t o n c e s  g ( X j ( i ) )  s e r â  e l  e x t r e m o  i z q u i e r d o  d e  
g ( l j ) ,  p e r o  s i  e s  d e c r e e  i e n t e , s e r â  e l  e x t r e m o  d e r e c h o . En c u a - l -
q u  i e r a  d e  l o s  d o s  c a s o s ,  e n  e l  c o r r e s p o n d i e n t e  l a d o  d e  I j  y a c e  l a
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i m a g e n  d e  u n  c i e r t o  ; , g ( I ^  ) . q u e  d e b e  s e r  a b i e r t a  p o r  e l  I a d o  q u e
l i m i t a  c o n  g ( l j ) .  P o r  t a n t o  I s e  t o m a  a b  i e r  t o  p o r  e l  m i s m o  e x t r e m o  
q u e  g ( I K ) s i  l a  r e s t r i c c i ô n  d e  g a l «  e s  c r e c i e n t e ,  y p o r  e l  
e x t r e m o  c o n t r a r i o  s i  e s  d e c r e e i e n t e . E s t o  s i g n i f i c a  q u e  e l  i n t e r -  
q u e  l i m i t a  c o n  1 p o r  e l  c o r r e s p o n d  i e n t e  e x t r e m o  h a  d e  s e r  
y  a s  T c o n t i n u a  e l  p r o c e s o  h a s t a  h a b e r  d e t e r m i n a d o  l a  
d e  t o d o s  l o s  e x t r e m o s ,  o h a s t a  r e t o r n a r  a X j ( i ) .  En e s t e  
c a s o  s e  v u e l v e  a e l e g i r  a r b i t r a r i a m e n t e  o t r o  e x t r e m o  y a 
r e c o m e n z a r  e l  p r o c e s o  q u e  d e b e  c o n c l u i r  en  n u m é r o  f i n i t o  d e  p a s o s  
p u e s t o  q u e  e l  n û m e r o  d e  e x t r e m o s  e s  f i n i t o .  A c o n t i n u a c i ô n  m o s t r a -  
m os  c o n  u n  e j e m p l o  I a s  d i s t m t a s  f a s e s  d e  I p r o c e s o .  En l o s  r e n -  
g  i o n e s  s u p e r  i o r e s  e s t â n  n o m b r a d o s  c o n  n u m é r o s  l o s  i n t e r v a l o s .  En 
l o s  i n f e r  i o r e s , a p a r e c e n  s u s  i m â g e n e s  c o n  l o s  m i s m o s  n u m é r o s ,  
a f e c t a d o s  c o n  s i g n o  n e g a t i v o ,  e n  e l  c a s o  en  q u e  l a  r e s t r i c c i ô n  d e  g 
s e a  d e c r e e  i e n t e . L o s  i n t e r v a l o s  1 , 5 , 8 ,  c o r r e s p o n d e n  a S ' - S .  E l  
p r o c e s o  c o m i e n z a  d e t e r m i  n a n d o  a r b i t r a r i a m e n t e  q u e  f  e s  c o n t i n u a  e n  
e l  e x t r e m o  i z q u i e r d o  d e  I i n t e r v a I o  3 p o r  l a  d e r e c h a  { e n  t a  
a n t e r i o r  e t a p a  s e  c i e r r a n  l o s  p u n t o s  e x t r e m o s  d e  S ' ) .
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Y a qu  T s e  c i e r r a  e l  p r i m e r  c i c l o  c o m e n z a d o  a l  h a c e r  g c o n t i n u a  p o r  
l a  d e r e c h a  e n  e l  e x t r e m o  i z q u i e r d o  d e  I i n t e r v a l o  3 .  Se  v o l v e r î a  a 
r e c o m e n z a r  e l  p r o c e s o ,  p o r  e j e m p l o ,  h a c  i e n d o  g c o n t i n u a  p o r  l a  
d e r e c h a  e n  e l  e x t r e m o  i z q u i e r d o  d e l  i n t e r v a l o  5 ,  h a s t a  t e r m i n a r  d e  
a s i g n a r  a c a d a  e x t r e m o  s u  i m a g e n .
U n a  v e z  o b t e n i d a  g -A S ' p o d e m o s  r e t i r a r  
a u x  I I i  a r e s  i n t r o d u c  i d o s  e n  q u e  g a c t û a  c o m o  l a
l o s  i n t e r v a l o s  
i d e n t  i d a d  ( l o s
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i n t e r v a l o s  1 , 5 , 8 ,  e n  n u e s t r o  e j e m p l o  ) .  C o n c r e t a m e n t e .  s i  r e t « r a m o s  
l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r , c a s  d e  l o s  i n t e r i o r e s  d e  e s t o s  i n t e r v a l o s ,  
y I I amamos n u e v a m e n t e  S '  a l  d o m m i o  a s *  o b t e n  î d o , o b t e n e m o s  e l  
s i g u i e n t e  r e s u  I t a d o , v â l i d o  t a n t o  p a r a  e l  c a s o  o r i e n t a b l e  c om o p a r a  
e l  n o  o r i e n t a b l e :
i )  S i  f  e s  una r . i .  g e n e r a !  i  z a d a  en  S , h a y  un  c o n ju n t o  S '  
que s e  o b t ie n e  d e  S a ô a d ie n d o  o q u i  t a n t o  un jtû m e ro  f i n i t o  d e  to s
e x tre m o s  d e  la s  co m p o n en tes  c o n e x a s  d e  S., y  u n a  r e o r d e n a c U n  p o r
i n t e r v a l o s  g  : S '   A S ’ q u e  c o in c id e  co n  f  e n  to d o s  lo s  p u n to s
d e  S , s a lv o  t a l  v e z  en  e l  c o n ju n to  f i n i ^  d e  lo s  p u n to s  d e  
d i s c o n t in u ) d a d  d e  f .  L o s  p u n to s  d e  c a m b io  d e  g  so n  p u n to s  d e  
d i s c o n t in u )  d a d  d e  f .  Adem âs, s i  f  no  t i e n e  p u n to s  d e  d is c o n t  in u id a d  
c T d i c o s  , V  X €  S , podem os e n c o n t r a r  un n a t u r a l  K t a l  q u e  * ê f ( x )  -  
U g ( f * * ( x ) )  n  S .
Es e n  e l  s e n t  i do  d e  l a  O l t i m a  a s e r c i ô n  q u e  l a  d m â m i c a  d e  f  e s t a
s u b o r d  i n a d a  a l a  d e  g .  P o r  o t r a  p a r t e  t a  h i p â t e s i s  d e  q u e  n o  b a y a
p u n t o s  d e  d i s c o n t i n u i d a d  d e  f  q u e  s e a n  c T c l i c o s ,  n o  e s  u n a
r e s t r i c c i ô n ,  p u e s t o  q u e  po de mo s  r e t i r a r  e l  c i c l o  e n t e r o  y e s t u d  i a r  
l a  r e s t r i c c i ô n  d e  f  a l  r e s t o .
De t o d o  I o a f  i r m a d o  sô I o l a  u l t i m a  a s e r c i ô n  e s t a  p o r  d e m o s t r a r .  
P e r o  e s  i n m e d i a t o  q u e  s i  no  b a y  p u n t o s  d e  d i s c o n t i n u i d a d  d e  f  q u e  
s e a n  c T c l i c o s ,  p a r a  t o d o  x d e  S s e  p u e d e  e n c o n t r a r  un  K €  N t a t  q u e
s i  n î k  f " ( x )  no e s  de  d i s c o n t  * nu i d a d  d e  f  y p e r t e n e c e  a S ,  d e  
m a n e r a  q u e  w ( x )  = w ( f * ^ ( x ) )  = w ( f ' ^ ( x ) )  n  S . g  
f  f  g *
En e l  c a s o  o r i e n t a b l e ,  e s  f â c  i I  p r o b a r  l a  semi  r r e g u I a r  i d a d  d e  g .  y 
p o d r î a n  u t i M z a r s e  l o s  t e o r e m a s  de  r e c u r r e n c  i a  y e s t r u c t u r a  p a r a  
e s t u d  i a r  l a  d i n â m i c a  d e  g .  S i n e n b a r g o ,  e n  e l  c a s o  n o  o r i e n t a b l e ,  
no  p u e d e  a s e g u r a r s e  q u e  f  s e a  s e m * r r e g u I a r , p o r  l o  q u e  e s  p r e c * s o  
o b t e n e r  g e n e r a I * z a c i o n e s  d e  e s t o s  t e o r e m a s  q u e  I o s  b a g a n  a p l i c a b l e s  
p a r a  r . i .  n o  s e m i r r e g u I  a r e s . A e l l o  s e  d e s t i n a  e l  û t t i m o  p u n t o  d e  
e s t e  c a p T t u l o .
2 . 7 . 2 .  G e n e r a  1 i z a c  i ôn de  1 o s  t e o r e m a s  d e  r e c u r r e n c  i a ^  e s t r u c t u r a  
a r . t . no  sem i r r e g u I  a r e s
En l a  d e m o s t r a c  i ô n  d e  1 t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c  î a , s e  u t i l i z a b a  l a  
b i p ô t e s i s  d e  s e m i r r e g u I a r ■d a d  t a n  s ô l o  p a r a  c o n s e g u i r  q u e  e l  p u n t o  
z  = f P ( x )  de  I q u e  s e  d e s e a b a  p r o b a r  z € w ( x )  t u v i e r a  l a  p r o p i e d a d  
d e  q u e  p a r a  c u a l q u i e r  n a t u r a l  K f u e r a  p o s i b 1 - e  e n c o n t r a r  u n  
i n t e r v a l o  k - i s o m é t r i c o  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o  c o n t e n i e n d o  a  z .  A h o r a  
b i e n ,  s i  f  n o  e s  s emi  r r e g u  I a r  y s u p o n e m o s  q u e  e n t r e  l o s  p u n t o s  d e  
c a m b i o  n o  b a y  n i n g u n o  c T c I i c o - s u p r i m a e n d o  e l  c T c l o  e n t e r o .  sa  l o  
b u b i e r a - , p o d e mo s  e n c o n t r a  un n a t u r a l  K v e r  i f i  c a n d o  q u e  s i  p  î  K , 
p a r a  z = ( x )  e x i s t e  t a l  s i s t e m a  d e  i n t e r v a l o s .  En e f e c t o ,  p a r a
q u e  un p u n t o  z no  v e r i f i q u e  d i c b a  c o n d i c a ô n ,  e s  n e c e s a r i  o  q u e  u n a  
i t e r a c i ô n  s e a  d i s c o n t i n u a  a P e r e c b a  o i z q u i e r d a  e n  z , mi  e n t r a s
q u e  o t r a  i t e r a c i ô n ,  f 4 ,  s e a  d i s c o n t T n u a  e n  z e n  e l  I a d o  c o n t r a r i o .
<s
En c a s o  e n  q u e  z € 0  = S -  u f " ' ( X ( f ) ) .  z no  p u e d e  e s t a r  e n  t a l
s i t u a c l ô n . I : D
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T a m b i é n  s e  d e d u c e  s i  z E S O  q u e s i e s  ‘ t e l  m a y o r  n a t u r a l  t a l  q u e  
€ X ( f  ) , e n t o n c e s  s i  p t K,  e l  p u n t o  z % f  P ( x ) t a m p o c o  p u e d e  
e s t a r  e n  t a l  s i t u a c i ô n ,  p o r  l o  q u e  p o d e m o s  e n c o n t r a r  l o s  i n t e r v a l o s  
K - I s o m é t r I c o s  n e c e s a r i o s  p a r a  p r o b a r  q u e  z 6 w ( x ) .  Hemo s  p r o b a d o  
a s î  e l  S i g u i e n t e  r e s u l t a d o  , q u e  e s  u n a  g e n e r a l i z a c i ô n  d e l  t e o r e m a  
d e  r e c u r r e n c I  a p a r a  u n a  r .  i . c u a I q u  i e r a  :
i )  S i  F e s  u n a  r .  i .  e n  S,  p a r a  t o d o  x  €  S,  s a l v o  p a r a  u n a  
c o l e c c i ô n  n u m e r a b  ! e  d e  p u n t o s ,  f P  ( x )  €  u>(x j  V p  i  O.  P a r a  t o d o  x  €
S , 3  K t a l  q u e  s i  p  !  K , f P ( x )  €  u ( x ) .
Como p a r a  e l  t e o r e m a  d e  e s t r u c t u r a  n o  s e  p r e c i s a b a  l a  h i p ô t e s i s  d e  
s e m i r r e g u I a r I d a d  m a s  q u e  p a r a  g a r a n t i z a r  q u e  l o s  c o n j u n t o s  w ( x )  s o n  
i n f i n i  t o s  a p l i c a n d o  e l  t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c i a , y e s t o  r é s u l t a  
c i e r t o  c omo  c o n s e c u e n c i a  i n m e d i a  t  a d e l  r e s u  I t  a d o  a n t e r i o r ,  p a r a  u n a  
r . i . a .  c u a  I q u  I e r  a , p a r a  t o d o  x d e  1 d o m m i o ,  t e n e m o s :
i i )  S i  F e s  u n a  r .  i . a .  e n  S ,  p a r a  t o d o  x  F S,  u ( x )  e s
u n i ô n  F i n i  t a  d e  i n t e r v a l o s  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o .
F i n a I m e n t e  s i  l a  r . i .  n o  e s  a c ' c l i c a ,  o b t e n e m o s :
i i i )  S i  f- e s  u n a  r . i .  e n  S,  s e  m a n t i e n e  e l  r e s u  I  t a d o  
a n t e r i o r  p u d i e n d o  s e r  a h o r a  I o s  i n t e r v a I o s  q u e  c o m p o n en  u ( x )  d e  
d  i  â m e t r o  n u l o .  S on  d o s  l o s  c a s o s  p o s  i  b l e s  : Qu e  t o d o s  l o s  i  n t e r v a -  
l o s  s e  r c d u z c a n  a  p u n t o s  —  c a s o  e n  q u e  u ( x )  e s  f i n i t o  — , y  q u e
t o d o s  l o s  i n t e r v a l o s  t e n g a n  d i â m e t r o  p o s i t i v o  ----- c a s o  e n  q u e  <a(x )
e s  i n f  i n i  t o  — .
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3 . 0  I NTRODUC C I O N .
En e s t e  c a o î t i i l o  s e  e s  t  u d  i a u n  m o d e  I o n a t u r a l  d e  a p l i c a c i ô n  d e  l a s  
i s o m é t r i  a s  l o c a l e s  b t y e c t i v a s  d e  l a  r e c t a  L o s  b i l l  a r e s
p o l i q o n a l e s  d e  â n q u l o s  r a c i o n a l e s .
E n  e l  a p a r t a d o  3 . 1  s e  c o n s t r u y e  e l  m o d e  I o  m a t e r n â t i c o  p a r a  e l  
h i  I I a r  PO I I n o n  a I . En e l  a p a r t a d o  3 . 2  s e  e s t u d  i a n  l a s  p r o p  i e d a d e s  
d e  I q r i i p o  R g e n e r a d o  p o r  l a s  s i me t r i a s  r e s p e c t ©  a l o s  1 a d o s  d e l
h i  l i a r .  y s e  i n t r o d u c e  l a  d e f i n i c i ô n  d e  b i l l a r  p o I  i g o n a 1 r a c i o n a l .
q u e  d e p e n d e  p r e c i s a m e n t e  d e  d i c h o  g r u p o .  En e l  a p a r t a d o  3 . 3  s e  
e x p o n e  e l  I I a m a d o  m é t o d o  d e  l a  m e s a  m ô v i l ,  c o n s  i s t e n t e  e n  s u p o n e r  
q u e  l a  b o I  a d e  b i l l a r  s e  d e s p l a z a  i n d e f  i n i d a m e n t e  d e  f o r m a  
r e c t i l l n e a ,  m i e n t r a s  q u e  l a  m e s a  d e  b i l l a r  s e  d e s p l a z a  p o r  
s u c e s  i v a s  s i m e t r l a s  r e s p e c t o  d e  s u s  1 a d o s . En  e s t e  a p a r t a d o  s e  
d é s a r r o i  l a  e l  p u n t o  d e  v i s t a  d e  A .  N . Z e m l y a k o v  y A .  B.  K a t o v  p a r a
e l  e s t u d i o  d e  l o s  b i l l  a r e s  p o l  i g o n a l e s  r a c i o n a l e s ,  c o n e c t a n d o  e s t e
p r o b l e m s  c o n  e l  e s t u d i o  d e  f l u j o s  g e o d é s i c o s  e n  s u p e r f i c i e s  o r i e n ­
t a b l e s .  En e l  a p a r t a d o  3 . 4  s e  e s t  u d  i an  p r o p  i e d a d e s  d e l  s u h g r u p o  d e
t r a s i a c i o n e s  T d e l  g r u p o  R.  m o s t r â n d o s e  s u  c o n e x i ô n  c o n  l a s  ô r b i t a s
p e r  I ô d  i c a s  en  e l  a p a r t a d o  3 . 5 .  En  e l  a p a r t a d o  3 . 6  s e  p r u e b a n  l o s  
r e s u  I t a d o s  s o b r e  m i n i m a l  i d a d  e n  c a s o  d e  ô r b i t a s  d e  o r i e n t a c i o n e s  
g e n é r i c a s  , e s t r u c t u r a  d e  u n a  ô r b i t a  c u a 1 q u  i e r a  y c a r a c t e r i z a c i ô n  
d e  o r  I e n t a c  i o n e s  s i n g u I  a r e s  y  f i n a l  m e n t e  en  e l  a n e x o  d e  g r â f i c o s  d e  
e s t e  c a p T  t u  I o  s e  m u e s t r a n  d i s e n o s  o b t e n  i d o s  a p a r t i r  d e  l o s  c o n ­
j u n t o s  A p  d e s c r i t o s  en  3 . 4 . 3 .  y ô r b i t a s  p e r  i ô d i c a s  o b t e n  i d a s  p o r  e l
p r o c e d i m I  e n  t o  d e s c r i t o  e n  3 . 5 . 3
3 . 1 . MODELO DE B I L L A R  PPL t GONAL
1 . 1 .  L a  m e s a  d e !  b i I I a r .
C o n s i d e r e m o s  u n a  c u r v a  d e  J o r d a n  p o I i g o n a I  p l a n a  l i m i t a n d o  u n a  
r e g i o n  Q d e  I p i a n o .  No s e  r e q u i e r e  q u e  l a  p o I  i g o n a I  s e a  c o n v e x a .  y 
a d e m â s  c o n s i d é r â m e s  l a  p o s  i b i  I i d a d  de  l a  e x i s t e n c i a  d e  un  c o n j u n t o  
f i n i t o  d e  s e g m e n t e s  c e r r a d o s  i n c l u i d o s  en  Q -  l o s  o b s t à c u I  o s  
I. I a m a r e m o s  a Q m e s a  d e l  b i l l a r .  A l  c o n j u n t o  d e  s e g m e n t o s  d e  l a  
p o I  i g o n a I  y d e  s e g m e n  t o s  l o c l u i d o s  e n  Q l o  1 1 a m a r e m o s  b o r d e  d e l  
b I  I I a r  y I o  d e n o t a r e m o s  ôQ = ( I ,  1 . 1 !  i < n .  L o s  I j  s o n  l o s
I a d o s  d e  I b i t I a r  . l e s  e x t r e m o s  d e  l o s  I a d o s  f o r m a n  e l  c o n j u n t o  V 
d e  l o s  v e r t i c e s  d e l  b i I l a r .  Un v é r t i c e  p u e d e  p e r t e n e c e r  a d o s  
I a d o s . E l  v é r t  i c e  c o m û n  a l o s  I a d o s  I j  y I  ^ l o  d e n o t  a r e m o s  i j  • 
E s c r I b I r e m o s  a , j  p a r a  i n d i c a r  e l  â n q u I o  f o r m a d o  p o r  l o s  1 a d o s  1 j y 
I | .  A d é n o t a  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  â n g u 1 o s
3 . 1 . 2 .  Mo de  I o  f 1 s I c o  p a r a  e I  b i I I a r .
E s t u d I a m o s  I a s  t r a y e c t o r i a s  d e  p u n t o s  ma t  e r  i a I e s  q u e  s e  m u e v e n  c o n  
m o v I m I e n t o  r e c t i l l n e o  e n  Q.  r e b o t a n d o  e n  ôQ s e g û n  l a  l e y  d e  l a  
r e f l e x i o n  e l â s t i c a ,  e s  d e c i r . c o n  i g u a l  â n g u I o  d e  i n e i d e n c  i a y 
r e f l e x i ô n ,  y d e  f o r m a  i n d e f i n i d a .
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C on  e l  f i n  d e  d e s c r i b i r  m a t e r n â t  i c a m e n t e  e l  c i t a c i o  s i s t e m a  d m â m i c o ,  
q u e  s e  p r é s e n t a  c o m o  m o d e l o  f î s i c o .  c o n s t r u i r e m o s  u n  e s p a c i o  d e  
f a s e s  a d e c u a d o  c u y o s  p u n t o s  r e p r e s e n t a r â n  l o s  p u n t o s  m a t e r i a  I e s  e n  
m o v i m i e n t o  r e c t i i T n e o ,  y  u n a  b i y e c c t ô n  e n  e l  e s p a c <o  d e  f a s e s .  
c u y a s  i t e r a c i o n e s  s o b r e  c a d a  p u n t o  d e l  e s p a c i o  d e  f a s e s  s e a n  l o s  
s u c e s  i v o s  t r a m o a  d e  l a  t r a y e c t o r  i a q u e  d e s c r i b i r l a  l a  p a r t  T e u l a  
m a t e r i a l  a l a  q u e  i d e n t i f i c a m o s  e l  p u n t o  d e l  e s p a c i o  d e  f a s e s
3 . 1 . 3 .  E s p a c  t o  d e  f a s e s  ^  c o r r e s p o n d e n t i a  d e  r e f 1 e x i ô n .
C o n s i d é r â m e s  l a s  s emi  r r e c t a s  c o n  o r i  g e n  e n  ôQ.  U n a  d e  t a i e s  s em i -  
r r e c t a s  p u e d e  s e r  d e s c r i  t a  como u n  p a r  o r d e n a d o  ( P . 9 )  c u y o  p r i m e r  
e l e m e n t o  e s  un p u n t o  P € d û  y c u y o  s e g u n d o  e l e m e n t o  e s  un  â n g u l o  9  
€ R/ZnZ q u e  e x p r e s s  e l  â n g u t o  q u e  f o r m a  l a  s e m i  r r e c t a  c o n  c  i e r t a  
semi  r r e c t a  OX c o n  o r  i g e n  e n  u n  p u n t o  a r b i  t r a r  i o O y q u e  a c t û a  de  
s e m I r r e c t a  o r  i ge n  p a r a  l a  m e d i d a  d e  â n g u l o s .  N u e s t r o  e s p a c i o  de  
f a s e s  s e r â  e l  c o n j u n t o  O d e  a q u e l l a s  s emi  r r e c t a s  ( P . 9 )  c o n  P € ôQ y
t a i e s  q u e  P e s  a d n e r e n t e  a l o t  f O)  El ( P , 0 ) .  S i  e l  r e c i n t o  Q f u e r a
c o n v e x o ,  e s t a  u l t i m a  c o n d i c i ô n  s e  r e d u c i r î a  a  l a  e x i g e n c i a  d e  q u e  
( P . 9 )  c o r t a r a  a l  i n t e r i o r  d e  Q . O e f i n i m e s  e n  O %ina c o r r e s p o n d e n c  i a 
d e  r e f l e x i ô n  t  b a c i e n d o  c o r r e s p o n d e r  a c a d a  ( P . 9 )  € û  u n a  r ( P , 9 )  €
Q d e  I  a s i g u i e n t e  m a n e r a :  S i  P '  /  P e s  e l  p u n t o  d e  f P . 9 )  O dQ mâs
p r ô x i m o  a P y  P '  p e r t e n e c e  a l  I a d o  l i  d e  Q.  I I  a m a n d e  S j  a l a  
s i m e t r i a  a x i a l  r e s p e c t o  d e  I j ,  d e f i n i m o s  t ( P , 9 )  = s ^ ( P ' , 9 ) .  N ô t e s e  
q u e  p a r a  q u e  e s t a  c o r r e s p o n d e n c i a  e s t é  b i e n  d e f i n i d a ,  e s  p r e c i so  
q u e  P '  p e r t e n e z c a  a un û n i c o  I j .  S i  P '  f u e r a  un  v ê r t i c e ,  n o  q u e d a -  
r î a  b i e n  d e t e r m i  n a d o  e l  I  a d o  r e s p e c t o  d e l  q u e  d e b e m o s  t o m a r  l a  
s i m e t r î a .  P o r  e l  m o m en t o  c o n s i d e r a r e m o s  e s t o s  c a s o s  e x c e p c i o n  a i e s . 
Mas a d e I  a n t e  n o s  o c u p a r e m o s  d e  r e s o l v e r  s a t i s f a c t o r i a m e n t e  e l  p r o -  
b l e m a  d e  l o s  r e b o t e s  e n  l o s  v é r t i c e s . P r o v * s i o n a I  m e n t e . y o a r a  o u e
T s e a  u n a  a p l i c a c i ô n .  p o d e mo s  p o n e r  T f P . 9 )  = ( P . 9 )  s i  P '  € v .  Memos
d e f  i n i do  a s î  u n a  a p l i c a c i ô n  t : Q ■ »  a  t a  i q u e  d a d o  un e i e m e n t o
{ P . 9 )  € Q, l a  s u c e s  i ôn  ( y "  ( P.  9 )  I ,  n € N — a e u r o s  t é r m m o s
I I a m a r e m o s  e I e m e n t o s  d e  t r a y e c t o r  i a —. d e s c r i b e  d e  f o r m a  a d e c u a d a  
l a  t r a y e c t o r i a  d e  n u e s t r a  p a r t  î  eu I a  m a t e r i a l  r e b o t a n d o  e l â s t i c a -  
m e n t e  c o n t r a  l o s  I a d o s  d e  I  b i l l a r .  ( Con mâs p r e c i s t ô - n  l a  t  r a y é e  t o -  
r I  a e s t â  f o r m a d a  p o r  u n a  s u c e s  i ô n  d e  s e g m e n t o s  r " ( P . 9 )  n  Q .  p e r o  no  
se  u t i l i z a r â n  en g e n e r a l  e s t o s  e I e m e n t o s  de  t r a y e c t o r i a  " r e a l  e s " 
p o r  comp4 i c a r  l a  n o t  ac  t ôn  ) .
S e a  d x  l a  m e d i d a  d e  L e b e s g u e  e n  ôQ.  y s e a  d 9  l a  m e d i d a  d e  H a a r  en  
R / 2 n Z .  H ay  u n a  m e d i d a  n a t u r a l  en  Q c o mo  s u b e s p a c i o  d e  ôQ x R / 2 t t Z .  
d a d a  p o r  d x  x d 9 , a u n q u e  e n  3 . 6  v e r e m o s  q u e  r é s u l t a  m âs  i n t e r e s a n t e  
u n a  m o d  i f  i c a c i ô n  d e  e s t a  d e r f i n i c i ô n  p a r a  I o g r a r  q u e  t  c o n s e r v e  l a  
m e d i d a .  De m o m e n t o  c o n s i d e r a r e m o s  e s t a  m e d i d a  e n  Q.
I_L a m a r e m o s  b i l l a r  p o  I i g o n a  I a l  s i s t e m a  d i n â m i c o  f o r m a d o  p o r  Q y t .  
y  l o  d e n o t a r e m o s  ( O . t ) .  L a s  d e f  t n i c  i o n e s  p a r a  O * , 0 “ . O.  y p a r a  l o s  
o p e r a d o r e s  a  y w s o n  l a s  o b v i a s  ( v e r  2 . 1 . 1 . y  2 . 6 . 1 ) .
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3 . 2 .  GRUPO GENERADO POR ôQ
3 . 2 . 1 .  D e f  i n i c  i ô n .
D a d a  u n a  s emi  r r e c t a  a r b  i t r a r  i a ( P , © )  € Q,  e s c r  i b i r e m o s  [ ( P , Ô ) I  p a r a  
r e p r e s e n t a r  l a  r e c t a  q u e  c o n t i e n e  a ( P , 9 ) .  LLamé mo s  P a l  c o n j u n t o  
de  t o d a s  l a s  r e c t a s  [ { P , 9 ) l  c u a n d o  ( P , 9 )  r e c o r r e  Q.  L a  m i s m a  c o ­
r r e s p o n d e n c  i a d e  r e f l e x i ô n  d e f i n i d a  e n  Q p u e d e  e x t e n d e r s e  a l  c o n ­
j u n t o  P s i  h a c e m o s  t [ ( P , 9 ) ]  = [ T ( P . 9 ) ] .  A d e mâ s ,  t ( P , 9 )  = S j ( P ' , 9 )  
d o n d e  P '  e s  c i e r t o  p u n t o  d e  ôQ ( v e r  4 . 1 . 3 .  ) y s j e s  u n a  s i me t  r  T a
a x i a l  r e s p e c t o  a c i e r t o  I a d o  d e  ôQ,  y e s  i n m e d i a t o  c o m p r o b a r  q u e  en  
e s t a s  c o n d  i c i o n e s  e s  t [ ( P , 9 ) J  = S j [ ( P , © ) ) .  P a r a  ( P . 9 ) ]  s e
o b t i e n e :
T " [ ( P , 9 ) ] = g [ ( P , 9 ) ]
D ond e  g e s  un p r o d u c t o  d e  s i m e t r î a s  a x i a l e s  c o n  e j e s  e n  l o s  I a d o s  
de  dO.  P u e s t o  q u e  l a  t r a y e c t o r  i a ( t ” ( P , 9 )  n  Q ) e s t â  c o n t e n  i d a  en  
e l  c o n j u n t o  ( f " [ ( P , 9 ) ] ) ,  r é s u l t a  n a t u r a l  e s t u d  i a r  l a  o p e r a c i ô n  
d e  I g r u p o  g e n e r a d o  p o r  I a s  s i m e t r î a s  a x i a i e s  de  e j e s  e n  I o s  I a d o s  
de  ÔQ s o b r e  e l  c o n j u n t o  p  , y a p r o v e c h a r  l a s  p r o p  i e d a d e s  de  d i c h o  
g r u p o .
As î  p u e s  d e f i n i m o s  e l  g r u p o  g e n e r a d o  p o r  dQ como e l  g r u p o  R g e n e r a ­
do p o r  e l  c o n j u n t o  ( S j  ) ,  1 î i < n ,  d o n d e  Sj  e s  l a  s i m e t r î a  a x i a l
r e s p e c t o  a l  I a d o  1 , d e  ôQ.
3 . 2 . 2 .  E s t r u c t u r a  de  R
El  g r u p o  R a d m i t e  como s u b g r u p o  n o r m a l  e l  s u b g r u p o  T  d e  t r a s i a ­
c i o n e s  d e  R . S i  I I a m a m o s  H a l  g r u p o  c o c i e n t e  R / T  y g { , gg € R s o n  
d o s  t r a n s f o r m a c i o n e s  é q u i v a l e n t e s  p a r a  l a  r e l a c i ô n  d e  e q u  i v a  I e n c  i a 
i n d u c i d a  e n  R p o r  T ,  s i  c o n s  i d e r a m o s  u n a  semi  r r e c t a  c u a I q u  i e r a  
( P , 9 ) , l a s  semi  r r e c t a s  g j ( ( P , 9 ) )  y g g ( ( P , 9 ) )  t i e n e n  l a  m i s m a  o r  i e n ­
t a c  i ô n , p o r  l o  q u e  e l  n û m e r o  d e  d i s t i n t a s  o r i e n t a c i o n e s  q u e  p u e d e n  
a d o p t a r  l a s  i m â g e n e s  p o r  e l e m e n t o s  de  R d e  u n a  s e m i r r e c t a  d a d a ,  no  
p u e d e  e x c e d e r  a l  n û m e r o  d e  c l a s e s  de  e q u  i v a l e n c  i a e n  R , e s  d e c i r ,  
a l  o r d e n  de  I g r u p o  H.  De aqu  î  e l  i n t e r e s  e n  o b t e n e r  u n a  r e p r e s e n t a -  
c i ôn  i s o m o r f a  d e  H q u e  n o s  p e r m i t a  c o n o c e r  l a  e s t r u c t u r a  d e  e s t e  
g r u p o .
P a r a  e l l o  e s t a b I e c e m o s  e l  h o m o m o r f i s m o  d e  g r u p o s  s i g u i e n t e :  A c a d a
I ado  I j  € dQ,  h a c e m o s  c o r r e s p o n d e r  u n a  s i m e t r î a  a x i a l  s ' j  d e  e j e  
p a r a  I e I o  a l  s i  y q u e  p a s a  p o r  un p u n t o  d e t e r m  i n a d o  O I n d e p e n d i e n t e  
de i ,  d e  m a n e r a  q u e  l a  s i me t  r  i a s j de  e j e  I ,  s e  r e l a c i o n a  c o n  s ' j
p o r  l a  r e l a c i ô n :  s j = t * s ' j . t ~ ’ , s i e n d o  t  c i e r t a  t r a s I a c  i ôn  ( l a
q u e  t r a n s p o r t a  I j  s o b r e  e l  e j e  de  s ' |  ) L a s  s ' j , como s on
s i m e t r î a s  a x i a l e s  q u e  p a s a n  t o d a s  p o r  e l  m i s m o  p u n t o  O,  g e n e r a n  un
g r u p o  d i e d r a l  D , s u b g r u p o  d e  I g r u p o  d e  l o s  mov i m i e n t o s  q u e  d e j  an O 
i n v a r i a n t e .  Nos  p r o p o n e m o s  p r o b a r ;
i )  H a  D
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L a  c o r r e s p o n d e n c I a ô R  A 0  d e f i n i d a  p o r :
ô f s , •  s .  •  s ,  •  •  •  s ,  ) r » •  , •  s ' ,  » s ' i  •  •  •  s ' ,
1 ?  3  K  » 2  3  N
D e f i n e  un e p i m o r f i s m o  d e  o r u p o s .  P a r a  v e r  q u e  s e  t  r a t  a  d e  o n a  
a p l i c a c i ô n ,  p r o b a r e m o s  p r i m e r o  q u e  c u a l q u i e r  e x p r e s s ô n  d e  l a  
i d e n t  i d a d  como p r o d u c t o  d e  e l e m e n t o s  d e  R , t i e n e  como r m a g e n  p o r  ç  
l a  i d e n t i d a d . P a r a  e l l o  o b s e r v â m e s  q u e ,  p a r a  c u a l q u i e r  e e m i  r r e c t a  
( P , © ) .  l a  o r  i en  t  a c  i ô n  d e  s ,  ( ( P . © ) )  c o ï n c i d e  c o n  l a  d e  s ' j ( ( P . , 9 1 ) .  
Como c o n s e c u e n c i a  d e  e l l o  un p r o d u c t o  d e  s i m e t r T a s  d e  R y  s u  i m a p e n  
F»or 5 e n  0  t r a n s f  o r m a n  c u a l q u i e r  s emi  r r e c t a  en  d o s  s e m i f r e c t a *  d e  
l a  m i s ma  o r  i e n t a c  i ô n . S i  t a l  p r o d u c t o  e s  l a  i d e n t - i d a d .  s u  i m a g e n  p o r  
ô e n  0  t r a n s f o r m a  c u a l q u i e r  s e m i  r r e c t a  e n  o t r a  d e  s u  m i s m a  o r i e n t a -  
c I ô n  . P e r o  l a s  t r a n s f o r m a c i o n e s  e n  e l  g r u p o  d i e d r a J  O S P n  g i r e s  o 
p r o d u c t o s  de  u n  g i r o  p o r  u n a  s ^ m e t r î  a  d e  J>. y  l a  ûn- i  c a  
t r a n s f o r m é e i ô n  d e  e s t e  t  i p o  q u e  c o n s e r v a  l a  p r i e n t a e i ô n  d e  
c u a l q u i e r  semi  r r e c t a  e s  l a  i d e n t  i d a d . Oe a qu  î  s e  d e d u c e  qu3i  l a  
i m a g e n  p o r  g d e  I a i d e n t i d a d  e s  l a  i d e n t i d a d .  C o n  e s t e  r e s u t  t a d o , 
s e  o b t i e n e  f â c i I m e n t e  q u e  d o s  e x p r è s  i o n e s  d i s t i n t a s  co mo p r o d u c t o s  
d e  e I e m e n t o s  d e  R d e  u n a  m i s m a  t r a n s f o r m a c i ô n . t  i e n e n  i m a g e n  i g u a l  
p o r  ô ,  d e  d o n d e  ô e s  u n a  a p l i c a c i ô n .  L a  c o n s e r v a c i ô n  -de  l a  
e s t r u c t u r a  d e  g r u p o  p o r  ô e s  i n m e d i a t a ,  y  t a m b i S n  q u e  s e  t r a t a  d e  
u n a  a p l i c a c i ô n  s o b r e y e c t i v a .
E l  mi s mo r a z o n a m i e n t o  a p l i c a d o  mâs  a r r i b a p a r a  c o m p r o b a r  q u e  ô ( i d >
= i d ,  s i r v e  p a r a  c o m p r o b a r  q u e  s i  g € R c o n s e r v a  l a  o r i  e n t a c ( 3 n  d e  
c u a l q u i e r  semi  r r e c t a , g ( g )  = i d ,  y r e c î p r o c a m e n t e , s i  g a J t e r a  l a
o r  i e n t a c i ô n  d e  u n a  s e m i r r e c t a . s u  i m a g e n  p o r  Ç n o  s e r â  l a
i d e n t  i d a d .  De  e l l o  se  d e d u c e  q u e  e l  n û d e o  d e  ÿ  s o n  t a s
t r a s f o r m a c I  o n e s  d e  R q u e  no  a 1 t e r a n  l a  o r  i en  t a c  i ô n  d e  n î n g u n a  
s e m I r r e c  t a . e s  d e c i r  e l  s u b g r u p o  T d e  t r a s I a c  i o n e s  d e  R.  E l l o
d e m u e s t r a  e l  i s o m o r f  i smo d e  g r u p o s  H = R / T  a D . g
3 . 2 . 3 .  B i l l  a r e s  p o I i  g o n a I  e s  r a c  i o n a l e s
C u a n d o  e l  g r u p o  M a O e s  f m i t o .  d e c i m o s  q u e  e l  b i l l a r  ( Q . t ) e s  
un b i l l a r  p o I i  g o n a I  r a c i o n a l ,  o  mâs b r e v e m e n t e ,  u n  b i l l a r  r a c i o n a l .  
L a  p r i n c i p a l  p r o p i e d a d  d e  l o s  b i l l  a r e s  r a c i o n a l e s  e s :
i )  Si (Q ,r )  es un b iJ t a r  r a c io n a l , e t conjunto de las  
or i entac innés de los elementos de trayector- ia  de un (P,&) 
arb i t r a r io  de Q. es un conjunto fJnJto.
En e f e c t o , s a b e m o s  q u e  f " ( ( P . © ) I  e s  c i e r t a  s e m i r r e e t a  c o n t e n i d a  e n  
l a  r e c t a  g r * X ( P . © ) ] ,  c o n  g „  € R.  Su o r  i e n t a c  i ô n  e s  u n a  d e  l a s  d o s
p o s i b l e s  o r  I e n t a c I  o n e s  d e  e s t a  , y d e  n e c n o  s e  p r u e b a  f â c i t m e n t e
q u e  c o i n c i d e  c o n  l a  d e  g ^ ( ( P . 9 ) ) .  y  c o m o  s e  r a z o n ô  e n  e l  a n t e r i o r
p u n t o  l a s  o r  I e n t a c I  o n e s  d e  l a s  s e m i r r e c t a s  d e  e s t e  t i p o ,  n o  p u e d e n
e x c e d e r  e l  c a r d i n a l  d e  H . E s t e  h e c b o  n o s  p e r m i t i r â  m â s  a d e I  a n t e  
s i m p l i f i c a r  d e  f o r m a  d e c  i s i v a  e l  e s p a c i o  d e  f a s e s  d e  I p r o b l e m a  d e l
b i l l a r .  P o r  a h o r a  n o s  o c u p a r e m o s  d e  l a s  c o n d  i c i o n e s  b a j o  l a s  c u a I  e s
p u e d e  a f I r m a r s e  q u e  un b i l l a r  e s  r a c i o n a l .
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E l  q r u p o  O i e d r a l  0 n e n e r a d o  o n r  s i m e t r î a s  r e s p e c t o  e j e s  s ' ,  q u e  s e
c o r  t  a n  e n  u n  p u n t o  O.  s e  p o n e  c o m o  p r o d u c t o  i n d i r e c t o ;
D = G X S
D o n d e  G e s  e l  s u b g r u p o  n o r m a l  d e  l o s  g i r o s  d e  D, y S e s  e l  g r u p o  de  
o r d e n  d o s  g e n e r a d o  p o r  u n a  s i m e t r i a  s '  j c u a I q u  i e r a . Se t r a t a  d e  un 
p r o d u c t o  i n d i r e c t ô ,  p u e s t o  q u e  S n o  e s  un  s u b g r u p o  n o r m a l .
4 .  s u  v e z  e î  s u b g r u p o  G,  - c o i n c i d e  c o n  e l  g r u p o  g e n e r a d o  p o r  l o s  
p r o d u c t o s  d e  u n  n û m e r o  p a r  d e  l a s  s ' j . E s t â  g e n e r a d o  p o r  t a n t o  p o r  
t n - a n s - f t o r m a c  I o n e s  d e  l a  f o r m a  S j * S j ,  q u e  a s u  v e z  s o n  g i r o s  d e
c e n t n o  e n  9  y  â n g u l o s  2 a j j . E s  c I a r o  q u e  s r  a l g u n o  d e  e s t o s  â n g u l o s  
e s  i n r a c i  o n a I  ( s e  e x p r e s a  c o m o  u n a  f r a ç c i ô n  i r r a c  i o n a I  d e  2 n ) ,  e l  
s u b g r u p o  d e  G g e n d r a d o  p o r  g ( 0 . 2 a  ; n n  s e r t  ^ f i n i t o  ( s e r î  a d e
n e c n o  d e n - s o  e n  e i  g r û p o  d e  I d s  g i r o s  d e  c e n t r o  e n  O,  s e g û n  e l
t e o r e m a  d e  K r o n e c k e r ) . R e c î p r o c a m e n t e ,  s i  t o d o s  l o s  a  ; j  s o n  
r a c i o n a l e s ,  e s  f â c  i l  v e r  q u e  G c o ï n c i d e  c o n  un  g r u p o  c î c l i c o  d e  
o r d e n  p ,  d o n d e  p e s  e l  m î n i m o  c o m ûn  m û l t i p l o  d e  l o s  d e n o m i n a d o r e s  
d e  l a s  f r a c e i o n e s  q u e  e x p r e s a n  l o s  2 a  j j  c o m o  f r a c e  i o n e s  i r r e d u c i -  
b I  e s  d e  2 ï ï ,  o m âs  s  i m p I e m e n t e , q u e  e x p r e s a n  l o s  a  j j  como  f r a c c  i o n e s  
i r r e d u c  i b  I e s  d e  i t .  A s u  v e z ,  D = G x S r é s u l t a  s e r  e n  e s t e  c a s o  e l
g r u p o  d i e r a  I Dp a s o c  i a d o  a u n  p o l î g o n o  r e g u I a r  d e  p  I a d o s , c e n t r a d o
e n  O,  y t a  I q u e  a l g u n o  d e  s u s  e j e s  d e  s i m e t r î a  c o  i n e  i d a  c o n  a l g u n o
d e  l o s  s ' j . E s t e  g r u p o  t i e n e  o r d e n  i g u a l  a 2 p .  R e s u m i e n d o  o b t e n e -
mo. s :
i i )  L a  c o n d i c i ô n  n e c e s a r  i a  y  s u f i  d e n t e  p a r a  q u e  (Q , r )  
c c n  r a c i o n a l ,  e s  q u e  t o d o s  l o s  â n g u l o s  a / j  s e a n  f r a c c i o n e s  
r a c i o n a l e s  d e  w. S i  e l  m î n i m o  comûm m û l t i p l o  d e  l o s  de no m i  n a d o r e s  
d e  d i c h a s  f r a c c i o n e s ,  s u p u e s t a s  i r r e d u c i b I e s , e s  p ,  H  s  Dp.
En e l  c a s o  p a r t i c u l a r  e n  q u e  ôQ s e a  c o n e x o  s e  o b t i e n e :
i i i )  P a r a  q u e  ( Q , r )  s e a  r a c i o n a l ,  e s  s u f i c i e n t e  q u e  l o s  
â n g u l o s  d e  c a d a  v é r t i c e  d e  O,  s e a n  r a c i o n a l e s .
En e f e c t o ,  e s  f â c  i I  p r o b a r  p o r  i n d u c c i ô n  q u e  s i  e s t a  c o n d i c i ô n  s e  
c i i m p l e ,  e n t o n c e s  t a m b i é n  s o n  r a c i o n a l e s  l o s  â n g u l o s  f o r m a d o s  p o r
c u a I q u I e r  p a r e j a  d e  t a d o s  n o c o n s e c u t i v o s .  S i n e m b a r g o , en  e I c a s o
d e  b I I l a r  c o n  o b s t â c u l o s ,  e s t a  c o n d i c i ô n  n o  e s  s u f i c i e n t e .
3 . 3  EL  METODO DE L A  MESA M O V I L ,
En e s t e  a p a r t a d o  s e  d e s c r i b e  un  i n t e r e s a n t e  p u n t o  d e  v i s t a  
a i t e r n a t i v o  a l  d é s a r r o i  I a d o  e n  e l  a n t e r i o r  a p a r t a d o ,  c o n s i s t e n t e  en  
c o n s i d e r a r  e l  m o v i m i e n  t o  d e  l a  b o I  a d e  b i  I l a r  i n d e f  i n i d a m e n t e  
r e c t i l î n e o ,  y  p a r a  I e I  a men  t e  u n a  m e s a  m o v i  I q u e  s e  d e s p l a z a  j u n t o  
c o n  l a  b o l a .  E s t e  p u n t o  d e  v i s t a  a p o r t a  m u c n o s  r e s u  1 t a d o s  
i n t e r e s a n t e s  m âs  f â c i  l e s  d e  v e r  q u e  p o r  e l  m é t o d o  d e  I a s  r e f l e -  
XI  o n e s  d e  1 a b o l a .
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3 . 3 . 1 ^
S e a  ( Q , t )  i i n b « i l a r  p o l i  g o n a  I e n  u n a  m e s a  Q <3e b o r d e  dQ.  Tomamos  
l a  s e m i r r e c t a  ( P . Q )  € Q,  y  s u p o n g a m o s  q u e  l a  p r i m e r a  r e f l e « i Ô n  d e  
l a  m i s m a  t i e n e  I u g a r  e n  e l  I a d o  I j .  C o n s i d e r e m o s  e» « l e m e n t o  de  
t r a y e c t o r I  a t ( P , © >  = s  j ( P ^ . © ) .  d o n d e  S i  e s  l a  s i m e t r î a  a x i a l  r e s ­
p e c t o  a I j  y P j  = ( P , - ©i  n  I j .  C o n s i d e r e m o s  t a m b i é n  l a  r e g i é n  Q ,  = 
s i ( Q )  y e n  e I I  a  un  b i l l a r  ( O ^ . r )  d e  b o r d e  ôQ^ = s  * ( d Q ) . E l  e l e m e n t ©  
de  t r a y e c t o r  i a  t < P , © )  s e  t r a n s f o r m a  p o r  s i  e n  u n  e i e m e n t o  d e  t r a ­
y e c t o r  i a  d e  ( Q j . T )  i g u a l  a s j  T ( P . @ )  = S j # S i ( P , ^ © )  = ( P , . 9 ) ,  d e
m a n e r a  q u e  ( f , , © )  «stâ e n  l a  m i s m a  r e c t a  q u e  ( P , © ) . A p l i c a n d o  e t  
mi s mo  r a z o n a m i e n t o  a ( P , . © )  e n  ( û ^ . t ) o b t e n e m o s  u n a  s u c e s i & n  d e  
e I e m e n t o s  d e  t r a y e c t o r  i a ( ( P p . ® )  I p e r t e r n e c i e n t e s  a u n a  m i s m a
r e c t a .  d o n d e  < P ^ , © )  e s  u n  e i e m e n t o  d e  t r a y e c t o n a  e n  un  b i l l a r  
<Qn,T) d e  m e s a  r b o r d e  o b t e n i d o s  p a r a  c a d a  n  p o r  r e f l e x i ô n
en e l  c o r r e s p o n d t e n t e  I a d o  d e  I a n t e r i o r  b i l l a r .  E s  d e c i r  s e  p r o c é d é  
como s i  l a  b o l  a  p r o s i g u i e r a  s u  t r a y e c t o r  i a r e c t i i T n e a .  mi e n t r a s  q u e  
l a  m e s a  s e  t r a n s f o r m a  p o r  r e f l e x i o n e s  s u c e s i v a s  ( v e r  f i  g .  3 . 1  ) .
3 . 3 . 2 .
N o s  p r e g u n t a m o s  a h o r a  c u a I  e s  l a  r e l a c i ô n  q u e  e x i s t e  e n t r e  l a s  
m e s a s  O y  Q ^  t r a s  n r e f l e x  i o n e s . E l  r e s u  I t a d o  q u e  v a m o s  a p r o b a r  e s  
e l  s i g u i e n t e ;
î )  S i  t r è s  n r e f l e x  t o n e s  e s  Q„ = g ^ ( Q ) , 
( Q . t ) ,  ( P . © )  s e  t r a n s f o r m a  en y " ( P . © ) , se  t i e n e :
y en e l  b i I I a r
«n = ( ▼ " ) * '
s imo de ( P , 9 )  en Q es s o b r e  e l  l a d o  sSi e l  r e b o t e  n - s i i j ,  e l  e i e m e n t o  
de t r a y e c t o r  i a ( P ^ . ® )  de I b i l l a r  i n c i d i r é  s o b r e  e l  I ado
9 n ( I i ) -  La s i m e t r î a  con e s t e  e j e  se e s c r i b e  9 n * s j • ( 9 n î “ ’ • <1^ donde
P or  o t r a  p a r t e ,  en e l  b i l l a r  ( Q , t )  
, j ~ .  . E s t o  p r u e b a  que P n * !  Y f " * '  se  o b t i e n e n  
componiendo l a s  mismas s i m e t r T a s  en o r d e n  i n v e r s o ,  y p o r  t a n t o  q u e  
p a r a  t o d o  n se v e r i f i e s  g^ = que e r a  l a  r e l a c i ô n  que
b u scâ bam os . j l
9n * 1 * 9 n * - j * i v n î  ' * 9 n  * _ 9 n * ® J ‘ 
t enemos que ■=
- L  
= S ; » y ‘
5®
3 . 3 . 3  B i l l  a r e s  r ac  i o n a  I e s f  I ii i o s  q e o d é ?  i c o s  em s i i p e r f  i c i e s  .
S u p o n g a m o s  a h o r a  q u e  e l  p i l l a r  ( Q . t ) e s  r a c i o n a l ,  y q u e  e l  b o r d e  dQ 
e s  c o n e x o .  D a d a  un  un  e i e m e n t o  i n i c i a l  d e  t r a y e c t o r i a  ( P . 0 ) ,  
e s t a b I e c e m o s  e n  l a  s u c e s i ô n  ( Q^ ) d e  m e s a s  u n a  r e l a c i ô n  de  
e q u i v a  I e n c i a , c u y a s  c l a s e s  e s t â n  c o m p u e s t a s  d e  m e s a s  q u e  p u e d e n  
o b t e n e r s e  m u t u a m e n t e  p o r  t r a s I a c ■o n e s . Como e l  g r u p o  H e s  f i n i  t o , 
e s  c I a r o  q u e  e l  n û m e r o  d e  c l a s e s  d e  e q u  i v a  I e n c  i a es,  f i n i t o  e i g u a l  
a l  o r d e n  m d e  H.  F o rm a m o s  un  c o n j u n t o  C c o m p u e s t o  p o r  u n a  m es a  de  
c a d a  c I a s e  d e  e q u  i v a  I e n c  i a . S e a  e n t o n c e s  C = ( J.  l < i -, < m ,
d o n d e  c a d a  Mj e s  c i e r t a  m e s a  d e  l a  s u c e s i ô n  ( Q^ I . L i amemos a h o r a  
I j j  a l  j - e s i m o  I a d o  d e  l a  m e s a  M ; .  S i  s j j  e x p r ç s a  l a  s i m e t r T a  a x i a l  
r e s p e c t o  a d i c h o  I a d o , s a b e m o s  q u e  c i e r t a  m e s a  d e  C e s  t a  I q u e
t * S j j ( M j )  = d o n d e  t  e s  u n a  t r a s i a c i ô n ,  y t a  I e s  û n i c a  en
C.  P r o c e d e m o s  a h o r a  a p e g a r  e l  l a d o  I j j  d e  l a  m es a  i a l  I a d o
^ • S i j ( l j j )  = t ( l j j )  € M|<, i d e n t  i f  i c a n d o  c a d a  p u n t o  x d e  I j j  a l  
p u n t o  t  (  X )  . S i  e s t a  o p e r a c i ô n  s e  r e a M z a  c o n  t o d o s  l o s  I a d o s  d e  
t o d o s  l o s  p o I r g o n o s  d e  C ,  s e  o b t i e n e  u n a  s u p e r f i c i e  M c o m p a c t a  y 
o r i e n t a b l e .  Al  e i e m e n t o  d e  t r a y e c t o r , a r P ( P . e )  e n  e l  b i l l a r  ( Q . r )  
c o r r e s p o n d e  e l  e i e m e n t o  C P ^ . 0 )  e n  e l  b i l l a r  (Q^^. T )  . Med i a n t e  l a  
p r o y e c c i ô n  c a n ô n  i c a  de  I a s  ( Gp ) s o b r e  C,  a ( P ^ . 0 )  c o r r e s p o n d e  un  
e i e m e n t o  t fa  t r a y e c t o r  i a e n  c i e r t a  m e s a  M j d e  C .  y a e s t e  c o r r e s p o n ­
d e  t a m b i é n  c a n ô n i c a m e n t e  un s e g m e n t e  e n  M. Como t o d o s  l o s  ( P p . 9 )  
t i e n e n  l a  m i s m a  o r i e n t a c i ô n  0 .  l a  u n i ô n  d e  s u s  p r o y e c c  i o n e s  c a n ô n  i -  
c a s  s o b r e  M s e r â  u n a  g e o d é s i c a  s o b r e  l a  S u p e r f i c i e  M. i n v e r s a m e n t e , 
a u n a  g e o d é s i c a  e n  M c o r r e s p o n d e  l a  t r a y e c t o r  i a d e  una  b o l a  en e l  
b i l l a r  ( Q , T ) . E s t a  b o n i  t a  c o n s t r u c c i ô n ,  q u e  p o n e  de  man i f  i e s t o  l a  
r e l a c i ô n  e x i s t a n t e  e n t r e  b i l l  a r e s  r a c i o n a l e s  y f l u j o s  g e o d é s i c o s  en  
s d p e r f I c  i e s  e s  d e b i d a  a A . N . Z e m I  y a K o v  y A . 8 . K a t o v .
Como y a  hemos sen a l  a d o , l a  s u p e f  i c i e  M e s  o r i e n t a b l e ,  p o r  l o  q u e  
s e r â  en g e n e r a l  u n a  e s f e r a  c o n  K a s a s .  Si  G e s  un r e c t â n g u I o , 
e n t o n c e è  M e s  un t o r o .  En l a  f i g u r a  3 . 2  s e  m u e s t r a  e l  c a s o  en q u e  G
b"
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e s  u n  t r i  â n g u I o  e q u i l â t e r o .  En e s t e  c a s o .  e l  g r u p o  
d i e d r a l  a s o c  i  a d o  a u n  t n ü n g u l o  e q u i l â t e r o .  d e  o r d e n  
m e s a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  s e  p u e d e n  p e g a r  d e  f o r m a  q u e  
e x â g o n o ,  c o m o  s e  i n d , c a  e n  l a  f i g u r a .  E l
O 3  e s  e l  g r u p o  
s e  I s . L a s  s e  1 s 
c o m p l e t e n  un  
r e s t o  d e  l a s
i d e n t i f i c a c I  o n e s  n e c e s a r  i a s  p a r a  o b t e n e r  l a  s u p e r f i c i e  M e s t â n  
i n d I c a d a s  p o n  i e n d o  a l o s  I a d o s  q u e  d e b e n  i d e n t i f i c a r s e  n o m b r e s  
i g u a l e s .  L a  < , , r , a r f  T c  i e  r é s u l t a n t e  s e  p u e d e  e x p r e s a r  m e d  i a n t e  l a  
s u c e s i ô n  d e  l o s  l a d o s  q u e  c o m p l e t a n  e l  b o r d e  d e l  e x â g o n o  r e c o r r i d o  
e n  e s t e  c a s o  e n  s e n t  i d o  p o s i t i v o .  L a s  f l é c h a s  d e  l o s  t a d o s  e x p r e s a n  
c omo  s e  d e b e n  i d e n t  i f  i c a r  a l  1 a d o  d e  s u  m i s m o  n o m b r e  ( o r i g e n  c o n  
o r  i g e n  y  e x t r e m o  c o n  e x t r e m o  ) .  S i  u n  I a d o  r é s u l t a  r e c o r r i d o  e n  
s e n t  i d o  c o n t r a r i o  a l  s u y o  p r o p i o ,  s e  1 n d  i c a  e n  l a  s u c e s i ô n  m e d 1 a n t e  






S e g û n  l a s  t é c n i c a s  c l â s i c a s  u t  i I i z a d a s  p a r a  l a  d e m o s t r a c  i ô n  
t e o r e m a  d e  c I  a s i f i c a c i ô n  d e  s u p e r f i c i e s ,  l o s  p a r e s  d e  a r i s t a s  
p r i m e r a  e s p e c i e  a a " ’  y  b b “ '  q u e  s e  s e p a r a n  m u t u a m e n t e ,  p u e d e n
r e s u l t  a n d oe s c r i t o s  d e  f o r m a
 '
c o n s e c u t  i v a , M
c o n s e c u t  i v a s
a b a
c c
c c - 1
- 1 s e  p u e d ep a r  d e  a r i s t a s  d e  p r i m e r a  e s p e c i e  
e l i m i n a r  c o n  l o  q u e  M s e  e s c r i b e ;  a b a " ' b “ ’ , q u e  e s  l a  f o r m a  n o r m a l  
d e  u n  t o r o .  A e s t e  r e s u l t a d o  s e  p u e d e  l l e g a r  t a m b i é n  p o r  e l  m é t o d o  
i n d i c a d o  e n  f i g u r a s  3 . 2  y 3 . 3 ,  e n  d o n d e  s e  i n d  i c a  r e s p e c t i v a m e n t e  
c om o  c o r t a r  y  c o m o  p e g a r  e l  e x â g o n o  p a r a  o b t e n e r  u n  t o r o .
En l a  f i g u r a  3 . 4  s e  e s t u d  i a e l  c a s o  e n  q u e  Q e s  u n  t r  i â n g u I o  
r e c t â n g u I o  d e  â n g u l o  ï ï / 8 . En e s t e  c a s o  Og t i e n e  o r d e n  1 6 .  L a  
c o l e c c i ô n  d e  16  t r  i â n g u I  o s  d e  T  s e  p u e d e  p e g a r  f o r m a n d o  e l  o c t ô g o n o
d e  l a  f i g u r a .  M s e  e s c r i b e  a b c d a l n - 1 , 1 r t - 1 L o s  p a r e s  d e  p r i m e r a
e s p e c i e  a a " '  y b b " ^  . me d  i an  t e  l a s  o p o r t u n a s  t r a n s f o r m a c 1 o n e s ,
p u e d e n  s e r  e s c r  i t o s  d e  f o r m a  c o n s e c u  t  i v a , y M s e  e s c r i b e  a b a “ ' b " '  
c d c ' ^ d " ' ,  q u e  e s  l a  f o r m a  n o r m a l  d e  l a  s u m a  c o n e x a  d e  d o s  t o r o s ,  o 
b i e n  d e  u n a  e s f e r a  c o n  d o s  a s a s .  En l a  m i s m a  f i g u r a  s e  i n d  i c a  l a  
c o n s t r u c c i ô n  d e  l o s  p r i m e r o s  e l e m e n t o s  d e  t r a y e c t o r  i a p a r a  u n  ( P , © )  
i n i c i a l .
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E s t e  u l t i m o  e j e m p l o  m u e s t r a  c omo  u n  t r i â n a u l o  r e c t â n q u l o  >le A n q u  I o 
I T / 4 K ,  ( l a I u g a r  a u n a  s u p e r f i c i e  m q u e  e s  u n a  e s f e r a  c o n  k  a s a s .
En  e l  c a s o  p a r t i c u l a r  e n  q u e  l a  s u p e r f  T c , e M r e s u i t e  s e r  u n  t o r o ,  
p o d e m o s  r e d u c  i r  e l  p r - o h i e m u  d e  I b i l l a r  e n  l a  m e s a  Q,  a l  e s t u d i o  d e  I 
f l u j o  g e o d é s I c o  e n  e l  t o r o ,  p r o b l e m a  c u y a  s o l u c i ô n  e s  b i e n  
c o n o c i d a .  P a r t i eu I a r m e n t e , e l  t e o r e m a  d e  K r o n e c k e r  b i d i m e n s i o n a  I , 
a s e q u r a  q u e  s i t a l  f i i i i o  n o  e s  p e r  i ô d  i c o  -  s e  s u e  I e I I a m a r  i r r a c i o -  
n a l e s  a e s t e  t i p o  d e  f l u i o s  t  o r o i d a I  e s  e n t o n c e s  e s  m i n i m a l ,  y
p o r  c o n  s i g u I  e n  t  e t a m b i é n  l o  s e r â  e l  b i  I l a r  en  e l  c o r r e s p o n d i e n t e  Q.  
Un t e o r e m a  d e  Wey i ( v e r  r e f  s [H  1 ] y [ W i ]  ) p e r m  i t e  a s e q t i r a r  q u e  
l o s  f l u j o s  i r r a c i o n a I  e s  e n  un  t o r o  y e n  c o n s e c u e n c i a  l o s  b i  I l a r e s  
c o r r e s p o n d i e n  t e s . s o n  e r q ô d i c o s .  L o s  y a  m è n e i o n a d o s  c a s o s  e n  q u e  Q 
e s  un  r e c t â n g u I o  o u n  t r i â n g u I o  e q u i l â t e r o ,  j u n t o  c o n  l o s  
t r  i â n g u  I o s  r  e c  t  â n q u  t o s  d e  â n g u l o s  n / 4  y i r / 6 ,  y e l  e x â g o n o  r e g u  I a r
( o b s é r v e s e  t o d o s  l o s  p o l î g o n o s  q u e  t e s e I  an e l  p i a n o  p o r  s i m e ­
t r î a s ) ,  e s t â n  e n  e s t e  c a s o .
S I n  e m b a r g o , e l  y a  c i t a d o  r e s u  I t a d o  d e  G a I  ' p e r i n  ( v e r  i n t r o d u c c i ô n
a l a  t e s i s  y r e f .  [ G . l ) ) p r u e b a  q u e  e s t e  r e s u l t a d o  n o  p u e d e  s e r
g e n e r a l i z a d o  a c u a l q u i e r  b i l l a r  r a c i o n a l .
3 . 4  EL SUBGRUPO T DE T R A S L A CI G N E S
En un b l I l a r  p o I i q o n a l  c u a I q u i e r a , e l  g r u p o  H = R / T  z 0 ,  e s  un  
g r u p o  f i n i t  amen t e  g e n e r a d o ,  y s i n e m b a r g o  T  n o  l o  e s  e n  g e n e r a l .  En 
e l  c a s o  e n  q u e  e l  b i l l a r  s e a  r a c i o n a l ,  e n  q u e  s a b e m o s  q u e  Dp e s  
f i n i t o ,  T n o  l o  e s ,  ,A u n q u e  como  v a m o s  a c o m p r o b a r ,  en e s t e  c a s o  s i
e s  f i n i t a m e n t e  g e n e r a d o .  En e s t e  a p a r t a d o  s u p o n d r e m o s  q u e  ôQ e s
c o n e x o .
3 . 4 . 1  E s t r u c t u r a  d e  I s u b q r u o o  d e  t  r a s  I a c I  o n e s  T
S e a  L = f I j  1, 1 ' I 1 n l a  c o l e c c i ô n  d e  t o d o s  i o s  I a d o s  d e  un
b l  I l a r ,  c o n s  I d e r a d o s  a h o r a  co mo  v e c t o r e s  p i a n o s .  Es f â c i  I v e r  q u e
e l  c o n j u n t o  RL = I g ( l ) :  q Ç R,  I € L i g e n e r a  u n  g r u p o  < RL > q u e
i n c l u y e  a T .  En e f e c t o ,  t o d a  t  d e  T , p u e d e  s e r  o b t e n i d a  c o m o  p r o ­
d u c t o  d e  s I me t  r  T a s  s ,  r e s p e c t o  a l o s  I a d o s  d e  L .  Un r a z o n a m i  e n t o
S i m i l a r  a l  d e s  a r r o I  I a d o  en  3 . 3 . 2  m u e s t r a  q u e  s i  e s  l a  t r a n s f o r ­
mac  I ô n  q u e  s e  o b t i e n e  c o m p o n i e n d o  l a s  k  p r i m e r a s  s i m e t r î a s  q u e  
I n t e r v i e n e n  en  t  en  o r d e n  i n v e r s o ,  e n t o n c e s  l a s  = h ^ ( O )  f o r m a n
u n a  s u c e s i ô n  d e  m e s a s  e n  l a  q u e  Qx s e  o b t i e n e  c o m o  s i m é t r i c a  d e  Q ^ - i
r e s p e c t o  d e  un  I a d o  d e  e s t a  u l t i m a  ( l a  d i f e r e n c i a  c o n  3 . 3 . 2  e s
q u e  e n t o n c e s  s e  e I  e g  T a s i e m p r e  e l  l a d o  d e  Q ^ - i  e n  e l  q u e  i n c i d î a  l a  
p r o l o n q a c i ô n  d e  c i e r t o  e l e m e n t ©  d e  t r a y e c t o r i a  i n i c i a l ,  y a h o r a  s e  
p u e d e n  e l e g i r  o t r o s  I a d o s  ) .  S i  e I  n u m é r o  t o t a l  d e  s i m e t r î a s  q u e  
c o m p o n e n  t  e s  m,  h ^  s e r â  p r e c i s a m e n t e  f ’ . U n a  c a d e n a  d e  1 a d o s  de  
l o s  d i s t i n t o s  Qx c o n d u c e n  d e s d e  u n  v é r t i c e  c u a I q u i e r a  A € G a l
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v é r t » c «  f * ( M  € . C a d a  u n o  d e  l o s  I a d o s  d e  c a d a  p e r t e n e c e  a l
c o n . i i i n t o  R L , y a d u e  c a d a  e s  i g u a l  a (Q)  , c o n  € R.  Y l a  s u m a  
d e  t o d o s  l o s  v e c t o r e s  d e  l a  c a d e n a ,  e s  i g u a l  a t " ’ . E s t o  p r u e o a  q u e  
< RL > i n c l u y e  a T.
P o d e m o s  a f  i n a r  m â s ,  e l  i m  
c u a I e s d u  i e r a  s e  o b t i e n e  u n a  
I E L '  I t a m b i é n  v e r i f  i c a  T 
n û m e r o  d e  I a d o s  d e  L q u e  
r e s u  I t a d o . En e f e c t o ,  d o s  e s  
d e I  b o r d e  d e  u n  p o l î g o n o  K 
s  e s  l a  s i m e t r î a  r e s p e c t o  d e  
K U s ( K )  s i g a  s i e n d o  c o n e x  
c o n e x o  c u a n d o  l a  s i m e t r î a  
m a r c a d o s  e n  g r u e s o  e n  d i c h a  
y a s u s  t r a n s f o r m a d o s  p o r  R.
i n a n d o  d e  L d o s  I a d o s  c o n s e c u t i v o s  
c o l e c c i ô n  I '  y  l a  R L '  = | g ( I ) :  g E R ,
C < R L ' > ,  y d o s  e s  a d e m â s  e l  m â x i m o  
s e  p u e d e n  s u p r i m i r  p a r a  o b t e n e r  e l  
e l  n û m e r o  m â x i m o  d e  I a d o s  c o n s e c u t i v o s  
q u e  s e  p u e d e n  s u p r i m i r  d e  m a n e r a  q u e  s i  
u n  I a d o  c u a I  q u i  e r a  d e  K , e l  b o r d e  d e  
o ( o b s e r v a r  e n  l a  f i g u r a  3 . 5  q u e  t a m b i é n  
e s  s o b r e  l o s  I a d o s  s u p r i m i d o s .  L o s  l a d o s
f  i g u r a , 
)
c o r r e s p o n d e n  a l o s  l a d o s  d e  L '
E E 0 ( 3 . 2 . 2  p a r a I a
d e f i m c i ô n  d e  5 y D ) , p a r a  c u a l q u i e r  I E L " s e r â  g ( l ) = h ( l ) .  y a
q u e  s a b e m o s  q u e  g y n s o n  m ov  i m i e n t o s  d e l  p i a n o  q u e  t r a n s f o r m a n  
c u a l q u i e r  s e m i r r e c t a  e n  d o s  s e m i r r e c  t  a s  d e  l a  m i s m a  o r  i e n t a c i ô n , y 
p o r  t a n t o  s u s  i m â g e n e s  r e s p e c t  i v a s  d e  I s e r â n  i g u a l e s  c o m o  v e c t o r e s  
l i b r e s  d e l  o l a n o .  E l  g r u p o  < R L ' >  s e r â  p o r  t a n t o  i g u a l  a l  g r u p o
D L '  > . e s  d e c i r ,  e l  g r u p o  g e n e r a d o  p o r  e l  c o n j u n t o  d e  v e c t o r e s
D L '  = ( h (  I ) , hED, I E L ' ) . Se  o b t I e n e :
/ J  S i e !  b i l l a r  e s  r a c i o n a l ,  e l  s u b g r u p o  T  d e  t r a s i a ­
c i o n e s  d e  R e s  f i n i t a m e n t e  g e n e r a d o .  S i  e l  b i l l a r  n o  e s  r a c i o n a l ,  T  
e s  e n  t o d o  c a s o  n u m e r a b I e .
Ya q u e  e n  t a  I c a s o  D e s  u n  g r u p o  f i n i t o ,  y p o r  t a n t o  t a m b i é n
l o  e s  e l  c o n j u n t o  D p L ' q u e  g e n e r a  a l  g r u p o  a b e I i a n o  < R L ' > .  Como  T e s  
u n  s u b g r u p o  d e  u n  g r u p o  a b e l i a n o  f i n i t a m e n t e  g e n e r a d o , t a m b i é n  l o  
s e r â  T .  S i  e l  b i l l a r  n o  e s  r a c i o n a l ,  c o m o  < R L ' >  e s  e n  t o d o  c a s o  
^u, ,c: .  o u u  p u i  u n  c o n j u n t o  n u m e r a b l e ,  s e r â  n u m e r a b l e ,  y t a m b i é n  T . g
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3 . 4 . 2 .  C a s o s  p a r  t  , r u I  a r e s
En  t r è s  c a s o s  p a r  t i c u I  a r e s  l a  e s t r u c t u r a  d e  < Rl  ' >  e s  e s p e c i a I m e n t e  
s e n c  t I  I a ;
/  ^ £■/ g r u p o  < R L " >  = < D l ' > ,  d e l  c u a  I  T e s  s u b g r u p o ,  e s
e l  Z - m ô d u l o  e n g e n d r a d o  p o r  l a s  r a i c e s  p - S s i m a s  d e  l a  u n i d a d  e n  l o s  
s  i  g u  i  e n t e s  c a s o s :  a )  Q e s  un  t r  i â n g u l o  r a c  i o n a I  ; b )  Q e s  un  p o l î g o ­
n o  r e g u l a r  d e  k  I  a d o s ;  c )  Q e s  un p o l î g o n o  r a c i o n a l  c o n s t r u i d o  c o n  
! a d o s  d e  i g u a l  l o n g i  t u d .
A c o n t i n u a c i ô n  s e  a n a I  i z a n  e s t o s  t r è s  c a s o s ,  d e t a l l â n d o s e  e n  I o s
d o s  p r i m e r o s  e l  v a l o r  d e  p .
a )  O e s  un t r i â n g u l o  r a c i o n a l .
S i  l a  m e s a  Q d e  b i l l a r  e s  t r i a n g u l a r ,  e n t o n c e s  L '  c o n s t a  d e  un s o l o
v e c t o r  I ,  q u e  e s  u n  I a d o  a r b i t r a r i o  d e  I t r i â n g u I o , p o r  l o  q u e  D L '
e s  e l  c o n j u n t o  d e  t r a n s f o r m a d o s  d e  d i c h o  v e c t o r  p o r  e l  g r u p o  0 . 
S i  e l  b i l l a r  n o  e s  r a c i o n a l  O L ' s e r â  u n  c o n j u n t o  n u m e r a b l e  d e  
v e c t o r e s ,  d e n s o  e n  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s  v e c t o r e s  p i a n o s  d e  
m ô d u l o  j I I ( t e o r e m a  d e  K r o n e c k e r  ) .  P o r  e l  c o n t r a r i o ,  s i  e l  
b i l l a r  e s  r a c i o n a l ,  O L '  e s  l a  ô r b i t a  d e  e l  v e c t o r  l p o r  e l  g r u p o  Dp
d e  s i m e t r î a s  d e  u n  p o l î g o n o  r e g u I a r  d e  p I a d o s , u n o  de  c u y o s  e j e s
d e  S i m e t r î a  e s  p a r a  I e I o  a I ( v e r  3 . 2 . 3  ) .  Como I e s  u n o  d e  l o s
e j e s  d e  s i m e t r î a  q u e  g e n e r a n  D p ,  d i c h a  ô r b i t a  n o  s e r â  o t r a  q u e  
t o d o s  l o s  v e c t o r e s  c o n  o r i g e n  e n  e l  c e n t r o  y e x t r e m o s  e n  l o s  v é r -
t I  c e s  d e  un  p o l î g o n o  r e g u I a r  d e  p I a d o s  ( d o n d e  p e r a .  s e g û n  s e  
d i j o  e n  3 . 2 . 3 .  e l  m T n , mo c o m û n  m û l t i p l o  d e  l o s  d e n o m i n a d o r e s  q u e  
e x p r e s a n  l o s  t r è s  â n g u l o s  c i e l  t r i â n g u l o  c o m o  f r a c c i o n e s  i r r e d u c  i -  
b I e s  de  17 } . F i n a l  men t  a , e I s u b g r u p o  < DL '  > , e s  e l  g r u p o  a b e l i a n o  
g e n e r a d o  p o r  d i c h o s  v e c t o r e s .  T e n d r e m o s  p u e s  q u e  < D L ' >  e s  i s o m o r f o  
a l  g r u p o  a b e l i a n o  Ap  e n g e n d r a d o  p o r  l a s  r a i c e s  p - é s i m a s  d e  l a
u n i d a d .  De h e c b o ,  s< s u p o n e m o s  q u e  | t I = I y q u e  I e s  h o r i z o n t a l  
y e s t a  s i t u a d o  e n  e l  o r i g e n , e n t o n c e s  < D L ' >  c o i n c i d e  c o n  A p .
b )  O e s  un p o l î g o n o  r e g u l a r  d e  k  I a d o s
En e s t e  c a s o ,  t e n d r e m o s  en c u e n t a  q u e  t o d o s  l o s  I a d o s  d e  Q s e  
p u e d e n  o b t e n e r  d e  u n o  d a d o  I ,  p o r  s i m e t r î a s  r e s p e c t o  a l a s
d i a g o n a l e s  d e l  p o l î g o n o .  L o s  e l e m e n t o s  d e  D L ' s e r â n  t o d a s  l a s
t o d o s  l o s  v e c t o r e s  de  l a  f o r m a  g » h ( I ) d o n d e  g p e r t e n e c e  a l  g r u P O
d i e d r a l  D g e n e r a d o  p o r  s i m e t r î a s  r e s p e c t o  a e j e s  p a r a  I e I  o s  a l o s  
I a d o s  d e  Q y q u e  p a s a n  p o r  e l  p u n t o  O,  q u e  s u p o n d r e m o s  e l  c e n t r o  d e  
Q,  y h a l  g r u p o  d i e d r a l  0 '  g e n e r a d o  p o r  s i m e t r î a s  d e  e j e s  p a r  a I e I  o s  
a l a s  d i a g o n a l e s  d e  q y p a s a n d o  p o r  O.  P o r  t a n t o  g * h  p e r t e n e c e r â  a l  
g r u p o  d i e d r a l  Dp g e n e r a d o  p o r  l a s  s i m e t r i a s  d e  D y D ' , O L '  c o i n e i -  
d i r a  c o n  D p i ,  y < D p l > e s  i s o m o r f o  a A p .  Se p u e d e  c a r a c t e r i z a r  
e x a c t a m e n t e  e l  v a l o r  d e  p d e p e n d i e n d o  d e  K
T e n i e n d o  e n  c u e n t a  q u e  e l  â n g u l o  f o r m a d o  p o r  u n  I a d o  y l a  d i a g o n a l  
d e  u n  p o l î g o n o  r e g u l a r  q u e  c o n c u r r e  en  u n o  d e  l o s  v e r t i c e s  d e l  I a d o
v a l e ,  e n  f r a c c i ô n  d e  2 n ,  ( k - 2 ) / 4 k ,  l o s  â n g u l o s  f o r m a d o s  p o r  I o s
e j e s  d e  s i m e t r î a  d e  D c o n  l o s  d e  D ' , s e r â n  d e  l a  f o r m a  ( K - 2 ) / 4 k  +
r / k  mod  1 , O ‘ r  < k ,  p o r  t a n t o  t o d o s  e l l o s  m û l t i p l o s  d e  I â n g u l o
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1 / 4 k , p o r  t o  q u e  Dp C D j k . s i e n d o  e s t e  u l t i m o  e l  g r u p o  d i e d r a l  
a s o c  i a do  a u n  p o  I î - f ^ono r e g u l a r  o e  ?K I a d o s ,  u n o  d e  c u y o s  v e r t i c e s  
C O  I n c  I d  I r â  - co n  l o s  d e  G.  (  t e n q a s e  e n  c i i e n  t .a q u e  l o s  e j e s  d e
s I m e t r r  a d e  u n  p o l T g o n o  d e  2 k  I a d o s , d i v i d e r  l a  c i r c u n f e r e n c i a
c i r c u n s c r i t a  e n  4 k  p a r t e s  ) .  P o d e m o s  d i s t i n g u i r  t r e s  c a s o s :
b ^ }  k  e s  i m p a r
e n t r e  l o s  â n g u l o s  
o
P
T e n  i e n d o  e n  c u e n t a  q u e  k  = 4 s  » 1 o  4 s  + 3 .
f o r m a d o s  p o r  I a d o s  y d i a g o n a l e s ,  e s t â  e l  1/ 4 k .  P o r  t a n t o ,  e l  g r u p o
g e n e r a d o  p o r  I a s  s i m e t r î a s  d e  D y I a s  d e  0 '  e s  e l  g r u p o  d i e d r a l  D
c o n  p = 2 k .
b g )  k  = 4 s  *  2  (  e x â g o n o ,  d e c â g o n o  )
A h o r a  l o s  â n g u l o s  s o n  d e  l a  f o r m a  r / K  , p o r  l o  q u e  e l  g r u p o  e s
c o n  p = k / 2
f i g  3 . 6
f i g  3 . 7
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b j )  k  - 4 s
L o s  â n q u I o s  s o n  m û l t i p l o s  d e  1 / 2 k . p o r  l o  q u e  e l  g r u p o  e s  Dp c o n  p
T k
En l a s  f i g u r a  3 . 2  s e  p u e d e  v e r  e l  c a s o  b g -  e n  l a s  f i g u r a s  3 . 6  y 
3 . 7 ,  I o s  c a s o s  h ,  y h g  r e s p e c  t i v  a m e n t e .
c )  Q e s  un  p o l î g o n o  r a c i o n a l  d e  I a d o s  d e  i g u a l  l o n g i t u d .
Un r a z o n a m i  e n t o  s i m i l a r  a l  h e c n o  a n t e r i o r m e n t e  p a r a  l o s  p o I T  g o n o s  
r e g u I  a r e s  m u e s t r a  q u e  t a m O i é n  en  e s t e  c a s o  < R L ' >  = < D L ' >  e s  i s o m o r ­
f o  a l  Z - m ô d u l o  g e n e r a d o  p o r  l a s  r a i c e s  p - é s i m a s  d e  l a  u n i d a d , 
d e p e n d  i e n d o  p e n  e s t e  c a s o  d e  I p o l î g o n o  Q.  Un e j e m p l o  c a r a c t e r  T s t i -  
Cu de  e s t e  t i p o ,  e s  d e  l o s  p o I î  g o n o s  Q q u e  s e  p u e d e n  c o n s t r u i r  c o n  
t r a m o s  h o r i z o n t a l e s  y v e r t i c a l e s  d e  l a  m i s m a  I o n g i t u d , e n  q u e  < R L ' > 
s e r â  i s o m o r f o  a l  c o n j u n t o  Z x Z ,  
l a s .  r a i c e s  c u a r t a s  d e  l a  u n  i d a d .
o b i e n  a l  Z - m ô d u l o  A 4  g e n e r a d o  p o r
3 . 4 . 3 .  A I g II n a s p r o p  1 e d a d e s  de  I o s  Ap
En e l  a n e x o  a e s t e  c a p î t u l o  s e  m u e s t r a n  a ! g u n o s  d e  I o s  g r u p o s  A p ,  
p a r a  c u y a  c o n s t r u c c i ô n  s e  d i bu  j  a n  l o s  v é r t  i c e s  d e  un  p - â g o n o  
r e g u I a r  d e  l a d o  1 , y  s e  d i b u j a n  d e s p u e s ,  t o m a n d o  c o m o  c e n t r o s  e s t o s  
v é r t I  c e s , n u e v o s  p - â g o n o s  r e g u I  a r e s  c o n  l a  m 1 sma o r  1 en  t  a c 1 ô n  y I a d o  
q u e  l o s  an  t e r  I o r e s , p r o c e d 1 é n d o s e  d e  i g u a l  m a n e r a  a p a r t i r  d e  l o s  
v é r t i c e s  d e  e s t o s  û l t i m o s .  Se p o n e n  d e  ma n  i f  i e s  t o  b e  I l a s  s i m e t r î a s  
de  e s t o s  c o n j u n t o s  s i  e n  I u g a r  d e  u n i r  c a d a  c e n t r o  c o n  l o s  v é r t 1 c e s  
d e  s u  p - â g o n o ,  s e  u n e n  l o s  v é r t i c e s  c o n s e c u t 1 v o s  e n t r e  s î , o b i é n  
a I t e r n a t I v a m e n t e  p a r a  f o r m a r  l o s  p o I î  g o n o s  e s t  r e I  I a d o s .
L a  p r o p i e d a d  q u e  q u e r e m o s  d e s t a c a r  e s  l a  s i g u i e n t e :
i )  A n  e s  d e n s o  e n  e l  p i a n o  , e x c e p t o  c u a n d o  p  = 1 , 2 .  3 ,  4 ,  6
En e l  c a s o  p = 1 , 2 ,  Ap  e s  e l  c o n j u n t o  Z d e  l o s  e n t e r o s .  S i  p = 3,
S,  l a s  r a  1 c e s  t e r c e r a s  o s e x t a s  de  l a  un  1 d a d  g e n e r a n  u n a  r e d  
e x a g o n a I  q u e  t a m p o c o  e s  d e n s a ,  y A 4  e s  u n a  r e d  d e  v é r t 1 c e s  d e
c u  a d r a d o s l o s  I I a m a d o s  e n t e r o s  d e  G a u s s  e n  e l  p i a n o  c o m p I e  j  o
P a r a  p r o b a r  q u e  en  e l  r e s t o  d e  l o s  c a s o s  A p  e s  d e n s o ,  u t  1 1 i z a r e m o s  
e l  h e c h o  d e  q u e  e l  c o n j u n t o  Ap  d o t a d o  d e  l a  o p e r a c i ô n  d e  p r o d u c t o  
de  n û m e r o s  c o m p I e j o s  e s  u n  a n i  I I o . S i  e x i s t e  u n  n û m e r o  c € A p  c o n  
0 < 1 c I < 1,  e n t o n c e s  s  1 e n d o  e p o s i t i v o  y a r b 1 t r a r 1 a m e n t e  p e -
q u e n o , h a y  un  e i e m e n t o  x € Ap  t a l  q u e  I x l < e . B a s  t a  t o m a r  x -
p a r a  n s u f 1 c 1 e n t e m e n t e  g r a n d e .  C o n s i d e r e m o s  t a m b i é n 1 0
c o n  9  - 2 i r / p .  Se  t i e n e  q u e  y € A ^  y q u e  I y  I = I I . L a s  c o m b  1 n a -
c I o n e s  l i n e a l  e s  d e  x e y c o n  c o e f  1 c i en  t e s  e n t e r o s  f o r m a i t  u n a  r e d  d e  
r o m b o s  d e  d 1 â m e t r o  m e n o r  q u e  2e  q u e  c u b r e n  e l  p i a n o .  E s t o  p r u e b a
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q u e  A p  e s  d e n s o  s i  p a r a  a l g û n  c € A p  e s  I c l < 1 . S e  c o m p r u e o a  q u e  
r  = e ^ ®  - 1 ,  c o n  0  -  ? « / o  v e r i f i c a  e s t a  c o n d i C i ô n  s i  p  > 6 .  E l  û n i c o  
c a s o  r e s t a n t e ,  p r  S.  t a m b i é n  v e r i f i c . a  I a c o n d i c i ô n  t o m a n d o  c  = I -  
»  I 9  _ f I 4 9  g
3 . 5  O R B I T A S  P E R I O O I C A S .
En e s t e  a p a r t a d o  s e  e s t a b I e c e  u n a  c o n d i c i ô n  n e c e s a r  i a p a r a  q u e  u n a  
ô r b i t a  e n  u n  b i l l a r  p o I T  g o n a I  s e a  p e r i ô d i c a ,  y t a m b i é n  s e  f o r m u l a  
u n a  c o n j e t u r a  a p o y a d a  p o r  p r u e b a s  e x p é r i m e n t a l e s  e n  c o m p u t a d o r ,  d e  
l o s  c a s o s  e n  q u e  e s t a  c o n d i c i ô n  n e c e s a r  i a p u d i e r a  s e r  s u f i c i e n t e .
3 . 5 . 1 .
D e c i - m o s  q u e  l a  ô r b i t a  d e s c r i t a  p o r  un  e i e m e n t o  d e  t  r a y é e  t o r  i a ( P , 9 )  
e n  u n  b i l l a r  ( Q . t ) e s  p e r i ô d i c a  , s i  p a r a  a l g û n  n € N e s  y " ( P , 0 )  =
( P , 0 ) .  S i  l a  m e s a  d e l  b i l l a r  e s  un  t r i â n g u l o  a c u t â n g u l o ,  s e  s a b e  
q u e  s i e m p r e  e x i s t e  u n a  ô r b i t a  p e r i ô d i c a  q u e  c o n s t a  d e  t r è s  
e l e m e n t o s  d e  t r a y e c t o r i a  q u e  u n e n  l o s  p i e s  de  l a s  t r è s  a l t u r a s  d e l  
t r i â n g u l o .  T a m b i é n  s e  s a b e  —  mâs  a d e I  a n t e  s e  d e s p r e n d e r â  d e  l o s  
r e s u  I t a d o s  q u e  v a m o s  a p r e s e n t e r  —  q u e  e l  c o n  j u n t o  d e  
o r i e n  t a c i o n e s  p a r a  l a s  c u a I  e s  b a y  ô r b i t a s  p e r i ô d  i c a s , e s  n u m e r a b l e .  
P e r o  s e  s a b e n  m uy  p o c a s  c o s a s  a p a r t é  d e  l a s  y a  m e n c i o n a d a s  y l a s  
q u e  p r é s e n t â m e s  a c o n t i n u a c i ô n .  R e m i t i m o s  a l  l a  r e f .  [ K 2 ]  d o n d e  s e  
m e n c i o n a n  v a r i a s  c u e s t  i o n e s  a b i e r t a s  e n  r e l a c i ô n  a l a s  ô r b i t a s  
p e r  i ô d I  c a s , e n t r e  e l  l a s ,  s i  e x i s t e n  ô r b i t a s  p e r i ô d i c a s  e n  l o s  
b I  I I a r e s  t r i a n g u l a r e s  o b l u s â n g u I  o s .
3 . 5 . 2 .  U n a  c o n d i c i ô n  n e c e s a r  i a p a r a  l a  p e r  i o d  i c  i d a d .
i )  P a r a  q u e  l a  ô r b i t a  d e s c r i t a  p o r  e l  e i e m e n t o  d e  t r a y e c ­
t o r i a  ( P , & )  s e a  p e r i ô d i c a ,  e s  c o n d i c i ô n  n e c e s a r i a  q u e  s u  
o r i e n t a c i ô n  0  s e a  l a  d e  a l g u n a  t r a s i a c i ô n  d e  T.
S u p o n g a m o s  q u e  ( P , 9 )  d e s c r i b e  u n a  ô r b i t a  p e r i ô d i c a ,  y p o r  t a n t o  q u e  
( P . 0 )  = y "  ( P , 0 )  . S e g û n  l o  e x p u e s t o  en  3 . 2 . 1  s a b e m o s  q u e  t ' ^ [ ( P , 9 ) )  =
g [ ( P . © ) l .  s I e n d o  g c i e r t a  t r a n s f o r m a c i ô n  de  I g r u p o  R.  P e r o  s e g û n  
l a s  d e f  i n i c i o n e s  t ^ C ( P , 9 ) ]  = [ t ^ ( P , 0 ) )  - [ ( P , 8 ) ) , e s t a  0 I t i m a
i g u a l d a d  p o r  l a  p e r i o d i c i d a d . Se o b t i e n e  q u e  g [ ( P , 0 ) ]  = ( ( P , 0 ) 1 .
A s î ,  g e s  u n a  t r a n s f o r m a c i ô n  d e  R q u e  c o n s e r v a  u n a  r e c t a  i n v a r i a n ­
t e .  De e s t a  f o r m a  g ^  s e r  î  a e n t o n c e s  un  m o v i m i e n t o  d i r e c t e  q u e  d e  j  a 
f  i j  a l a  r e c t a  r  = [ ( P , 0 ) ]  . P o r  t a n t o  p u e d e  s e r  u n i c a m e n  t e  u n a  
t r a s i a c i ô n  o u n  g i r o  d e  n r a d i a n e s  y c e n t r o  en  r . En t a l  c a s o .  n = 
g4  d e b e  s e r  u n a  t r a s i a c i ô n ,  e v e n t u a l m e n t e  l a  i d e n t  i d a d . S ô 1o  r e s t a  
p r o b a r  q u e  h n o  p u e d e  s e r  l a  i d e n t i d a d , y a  q u e  s i  n o  l o  e s  n e s  u n a  
t r a s i a c i ô n  q u e  d e j  a r  i n v a r i a n t e ,  y  t i e n e  p o r  t a n t o  o r  i e n t a c  i ô n  0  o 
0  ♦ w , p e r o  e n  e s t e  c a s o ,  b ~ '  € T t e n d r î  a o r  i e n  t  a c  i ô n  0 .  P e r o  h n o  
p u e d e  s e r  l a  i d e n t  i d a d . y a  q u e  s i  s u p o n e m o s  q u e  l a  t r a y e c t o r i a  s e  
p r o l o n g e  s i e m p r e  e n  l i n e a  r e c t a ,  mi  e n t r a s  q u e  l a s  m e s a s  s e  v a n  
t r a n s  f o r m a n d o  p o r  s i m e t r î a s  s u c e s  i v a s  s o b r e  s u s  I a d o s , s e a û n  «=e 
d e s c - i b c  e n  c i  o^-cu «.«loo t a  t r a n s f  o r m a c  i ô n  h ” ’ e s  l a  q u e
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t r a n s f o r m a  l a  m e s a  i n i c i a I e n  l a  m e s a  , y  e s t a  e s  u n a  t r a s i a c i ô n
d e  m ô d u l o  i g u a l  a l a  I o n g i t  u d  t o t a l  d e  l a  t r a y e c t o r i a  a l  c a b o  d e  n
r e f I  e x i o n e s . g
3 . 5 . 3 .  U na  c o n j e t u r a
En e l  a n e x o  a e s t e  c a p î t u l o  s e  p r e s e n t  an  a l g u n o ®  
ô r b i t a s  p e r i o d i c a s  o b t e n  i d a s  e l i g i e n d o  u n a  o r  i e n  t a c  i ô n  © c o r r e s p o n -  
d i e n t e  a u n a  t r a s i a c i ô n  d e  T y e s t  u d i a n d o  l a  t r a y e c t o r i a  d e s c r i t a  
p o r  un  e i e m e n t o  f P , 0 ) .  Como s e  v e  e n  l o s  e j e m p l o s ,  a l g u n a s  d e  I a s  
ô r b i t a s  p e r i ô d i c a s  a s  î  b a l  l a d a s  c o n s t a n  d e  v a r i o s  c i e n t o s  d e  r e ­
b o t e s .  y a l g u n a s  i n c l u s o  d e  m i l e s  d e  e l l o s .  T a m b i é n  s e  a d j u n t a  e l  
p r o g r a m s  c o n  e l  q u e  b a n  s i d o  h a l l a d a s  l a s  ô r b i t a s .  E s t e  p r o g r a m a  
p e r m i t e  l a  c o n s t r u c c i ô n  d e  u n  b i l l a r  p o I  i g o n a I  a r b  i t r a r  i o y e l  
e s t u d i o  d e  l a  t r a y e c t o r i a  d e s c r i t a  p o r  u n  e i e m e n t o  d e  t r a y e c t o r i a  
a r b  i t r a r i o . E l  p r o g r a m a  b u s c a  p r i m e r o  u n a  t r a s i a c i ô n  d e  R,  
e s t  u d  i a n d o  l a  t r a y e c t o r i a  d e  u n  e i e m e n t o  ( P , 0 )  h a s t a  e n c o n t r a r  u n
e i e m e n t o  d e  t r a y e c t o r i a  q u e  t e n g a  l a  m i s m a  o r i e n t a c  i ô n  9  t r a s  u n
n û m e r o  p a r  d e  r e b o t e s .  A c o n t i n u a c i ô n  s e  c o m p o n e n  l a s  s i m e t r î a s  
r e s p e c t o  d e  l o s  I a d o s  e n  q u e  s e  b a n  i d o  p r o d u c i e n d o  l o s  r e b o t e s ,  y 
s i  h e s  l a  t r a n s f o r m a c i ô n  a s î  o b t e n i d a . h ^  d e b e  s e r  u n a  t r a s i a c i ô n .  
Se p r o c é d é  e n t o n c e s  a e s t u d  i a r  l a  t r a y e c t o r  i a d e  u n  e i e m e n t o  ( P , 0 )  
q u e  t e n g a  o r  i e n t a c i ô n  0  i g u a l  a l a  d e  l a  t r a s i a c i ô n  h a l  l a d a  
p r e V  i a m e n t e .
S i  e I  b i l l a r  c o r r e s p o n d e  a u n  p o l î g o n o  r a c i o n a l  Q c u y o  g r u p o  
d i e d r a l  a s o c i a d o  e s  s u f i c i e n t e m e n t e  s e n c i l l o ,  e s  p o s i b l e  q u e  l a  
c o n d i c i ô n  n e c e s a r i a  d e m o s t r a d a  en  e l  p u n t o  a n t e r i o r  s e a  t a m b i é n  
s u f i c i e n t e .  E n t r e  l o s  b i l l  a r e s  q u e  s u p o n e m o s  p u e d e n  e s t a r  e n  e s t a  
s i t u a c i ô n  e s t â n  l o s  t r è s  c a s o s  e s t u d  i a d o s  en  3 . 4 . 2  , e s  d e  c i r , l o s  
t r I â n g u I  o s  r a c i o n a l e s .  l o s  p o I î  g o n o s  r e g u I  a r e s , y m â s  e n  g e n e r a l  
p o I  î g o n o s  r a c i o n a l e s  d e  I a d o s  d e  i g u a l  l o n g i t u d .  ( T a l  v e z  c o n  
a l o u n a  r e s t r i c c i ô n  a d i c i o n a l  r e s p e c t o  a l  g r u p o  d i e d r a l  D a s o c i a d o  a 
Q o r e s p e c t o  a l a  t r a s i a c i ô n  e I  e g  i d a  ) .
3 . 6  D E N S ID A D  DE LA S  O R B IT A S  E N  B IL L A R E S  P O L IG O N A LE S  R A C IO N A LE S
En e s t e  a p a r t a d o  s u p o n e m o s  q u e  Q e s  un  b i l l a r  p o I  i g o n a I  r a c i o n a l ,  
n o  n e c e s a r i a m e n t e  c o n v e x o ,  y  c u y o  b o r d e  ôQ p u e d e  s e r  n o  c o n e x o  
( b i l l a r  c o n  o b s t â c u l o s  ) .  L a  h i p ô t e s i s  d e  r a c  i o n a I  i d a d  p e r m i t e  l a  
c o n s t r u c c i ô n  d e  un  e s p a c i o  d e  f a s e s  s i m p i i f i c a d o ,  s o b r e  e l  q u e  s e  
p u e d e  a p l i c a r  l a  t e o r î a  d e  i s o m e  t  r  î a s  l o c a l e s .
3 . 6 . 1  E s p a c i o  d e  f a s e s
S a b e m o s  p o r  i )  d e  3 . 2 . 3 .  q u e  s i  ( Q , t )  e s  u n  b i l l a r  r a c i o n a l ,  e l  
n û m e r o  m â x i m o  d e  o r i e n t a c i o n e s  d i s t i n t a s  q u e  p u e d e n  a d o p t a r  l o s  
e l e m e n t o s  d e  t r a y e c t o r i a  y " ( P . 9 )  c o n s  t r u i d o s  a p a r t i r  d e  u n  
e i e m e n t o  m i c i a l  ( P . 9 ) ,  e s  u n  n û m e r o  f i n i t o ,  i g u a l  a l  o r d e n  d e  I 
g r u p o  d i e d r a l  a s o c i a d O  a l  b i l l a r .  P o d e m o s  c o n s t r u i r  un  e s p a c i o  d e  
f a s e s  a d a p t a d o  a l a  o r i e n t a c i ô n  p a r t i c u l a r  0  d e i  e i e m e n t o  d e  
t r a y e c t o r  i a i n i c i a l ,  q u e  t I a m a r e m o s  S@, y q u e  c o n s i s t e  e n  u n a  u n i ô n
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f i n i  t a  d e  i n t e r v a I n s  d e  d i â m e t r o  p n s i t i v o .  C o n s i d e r e m o s  p * r a  e l l o  
e l  c o n j u n t o  A g  r j Q ,  | . 1 < i ! p d e  t o d a s  ~I a s  p o « t , p | e s
o r  I e n  t  a c  i o n e s  q u e  p u e d e n  a d o p t a r  l o s  ? "  ( P . 8 )  . y  q u e  c o m c i d e n  c o n  
l a s  d  i s t  i n t I n t a s  o r i e n t a c i o n e s  d e  l a  ô r b i t a  d e  ( P . 9 )  p o r  e l  p r u p o  
d i e d r a l  D a s o c  i a d o  a l  b i l l a r .  C o n s i d e r e m o s  t a m b i é n  e l  c o n j u n t o  d e  
l o s  I a d o s  d e  àO,  L = ( I ; I ,  1 < j  ‘ m.  y s e a  ;
S(^  = L X Aq  - { C i J 1 1 1
C o n s i d e r e m o s  c a d a  C , j  e s  u n a  c o p i a  d e  I i  e n  l a  q u e ,  s i  j  e s  e l  
â n g u l o  q u e  f o r m a  l a  o r  i e n  t  a c i ô n  Q j  c o n  e l  l a d o  l j y  d r e p r é s e n t a  l a  
m é t r i c a  u s u a l  e n  e l  p i a n o ,  d e f i n i m o s  u n a  m é t r i c a  d
" u ' " , - " : '
= d ( P s e n B
I J - 1 2
C o n s  i d e r a m o s  a c a d a  C j j  d o t a d o  d e  l a  t o o o l o g î a  
m é t r i c a ,  y e n  S@ c o n s i d é r â m e s  l a  t o p o l o g î a  d e  l a  




d e r i v a d a  d e  e s t a  
s um a  t o p o  I ô g  i c a  d e
E l  e s p a c i o  d e  f a s e s  
e s p a c i o  d e  f a s e s  Q d e l  
m a n e r a  q u e  t o d a  l a  ô r b i t a
a s î  o b t e n  i d o , n o  e s  s i n o  u n  s u b c o n j u n t o  d e l  
b l  I l a r ,  v e r  I f I c â n d o s e  q u e  t ( S q ) = S@. d e  
d e  ( P , 0 )  e s t â  i n c l u i d a  e n  Sq , y  e l
e s t u d i o  d e  d i c b a  ô r b i t a  s e  p u e d e  r e a I  i z a r  s o b r e  e l  s i s t e m a  d i n â m i c o  
( S 0 , T )  ( a q u  î  T  e s  e n  r e a l  i d a d  l a  r e s t r i c c i ô n  d e  t  a S@, q u e  
d e n o  t  a mos  d e  l a  m i s m a  f o r m a  p a r a  s i m p l i f i c a r  ) .
3 . 6 . 2  I s o m é t r  T a l o c a l  i n d u c i d a
P r o b a r e m o s  a c o n t i n u a c i ô n  q u e
i )
g e n e r a  I i z a d a .
S e -> S g  e s  u n a  r e o r d e n a c i ô n  p o r  i n t e r v a l o s
S e n a l e m o s  en  p n m e r  I u g a r  q u e  e l  n e c h o  d e  q u e  d o s  e l e m e n t o s  d e
t r a y e c t o r i a  q u e  p a r t e n  c o n  l a  m i s m a  o r i e n  t  a c  i ô n  d e  u n  m i s m o  I a d o  -----
e s  d e c  I r , q u e  p e r t e n e c e n  a u n  m i s m o  C j j  —  e i n c i d e n  t a m b i é n  e n  u n  
m i s m o  I a d o  s i n p a s a r  p o r  un  v é r t i c e ,  r e b o t  an  d e  f o r m a  q u e  l a  an  -  
c h u r a  d e  l a  b a n d a  q u e  d e t e r m i n a n  o e r m a n e c e  i n v a r i a n t e .  P e r o  l a  
a n c t i u r a  d e  t a l  b a n d a .  e s  p r e c  i s a m e n t e  l a  d i s t a n c i a  d j j  d e  l o s  d o s  
e l e m e n t o s .  E s t o  p r u e b a  q u e  t o d o  e i e m e n t o  d e  t r a y e c t o r i a  q u e  n o  p a s a  
p o r  un  v é r t i c e .  e s t a  i n c I u  i d o  e n  un i n t e r v a l o  d e  d i â m e t r o  p o s i t i v o  
q u e  s e  t r a n s f o r m a  p o r  r  i s o m é t r i c a m e n t e . L o s  e l e m e n t o s  d e  S g  q u e  n o  
s e  h a  I I an en  e s t a  s i t u a c i ô n  , e s  d e c i r .  a q u e l l a s  s e m i r r e c  t  a s  c o n  
o r  i g e n  en  ôQ q u e  p a s a n  p o r  l o s  v é r t i c e s ,  n o  e x c e d e n  d e  u n o  p o r  c a d a  
v é r t i c e  y o r  i e n  t  a c i ô n , y f o r m a n  p o r  t a n t o  u n  c o n j u n t o  f i n i t o ,
( X j  l ,  I ‘ I < s .  D i c h o s  e l e m e n t o s  d i v i d e n  c a d a  C i j  e n  u n  n û m e r o  
f i n i t o  d e  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r  i c a s , y l a s  r e s t r i c c i ô n  d e  t  a l a s  
c o m p o n e n  t e s  i s o m é t r  i c a s , e s  i n y e c t i v a .  P o r  t a n t o  t  e s  u n a  
r e o r d e n a c i ô n  d e  i n t e r v a l o s  g e n e r a I i z a d a  e n  S . ■
0  "
R e c o r d e m o s  a h o r a  q u e  l a  d e f i n i c i ô n  d e  t  e n  s u s  p u n t o s  d e  
d i s c o n t i n u i d a d  c o m o  l a  i d e n t i d a d ,  t e n  î  a p o r  mo t i v o  l a  c o n v e n i e n c  i a 
t é c n i c a  d e  q u e  t  f u e r a  u n a  a p l i c a c i ô n ,  y  n o  s u p o n î a  u n a
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a p r o x  i m a c  l ô n  r e a l  a l  m o d e  I o f  T s , or ,  d e  I b i l l a r .  F I  r e s u  I T a d o  , , ) d e
2 . 7 . 1 ,  p e r m i  t e  a s e q u r a r  q u e  mod  i f  i c a n d o  a d e c u a d . i m e n  t e l a  d e f i o i c i ô n  
p n m i t i v a  d e  t  e n  s u s  p u n t o s  d e  d i s c o n  t  i n u  i d a d  y  q u i t a n d o  
e v e n t u a l m e n t e  a I g u n o s  p u n t o s  d e  l o s  e x t r e m o s  d e  l o s  C , j ,  p u e d e  
c o n s e g u  i r s e  l a  c o n t i n u i d a d  l a t e r a l  en  t o d o s  l o s  p u n t o s .  r e s u l t  a d o  
q u e  s i  r e p r é s e n t a  u n a  a p r o x i m a c 1 6 n a l  m o d e  I o  f î s i c o .  En a d e l a n t e  
s u p o n d r e m o s  q u e  t  y  S@ s o n  l o s  a s  î  o b t e n i o n s .
E l  s i g u i e n t e  e j e m p l o ,  p r u e b a  q u e  e n  g e n e r a l  g n o  e s  o r i e n t a b l e ;
f i g  3 . 8
To ma mo s  u n  t r i â n g u l o  e q u i l â t e r o  d e  b a s e  h o r i z o n t a l ,  t o m a m o s  s u  b a s e  
co mo  o r i g e n  d e  r e f e r e n c i a  d e  â n g u l o s ,  y e l e g i m o s  u n a  o r  i e n t a c  i ô n  
i n i c i a l  9  - n / 3 .  S i  I e s  l a  b a s e  d e l  t r i â n g u l o ,  u n o  d e  l o s
s e g m e n t o s  d e  S g  e s  ( 1 . 9 ) .  y a d e m â s  ( v e r  f i g .  3 . 8  ) r e s t n n g i d a
a ( 1 , 0 ) e s  u n a  i n v o l u c i ô n  s o b r e  e s t e  s e g m e n  t  o . d e  m a n e r a  q u e  i n d e ­
p e n d  i e n t e m e n t e  d e  como  s e  d e f i n a  e l  o r d e n  e n  l o s  C , j  d e  Sg ,  r  n o  
p u e d e  s e r  c r e c i e n t e  en  c a d a  C , j .  y p o r  t a n t o  n o  e s  o r i e n t a b l e .
3 . 6 . 3 .  E s t r u c t u r a  d e  u n a  ô r b  i t a  c u a I q u i e r a .
A p p I I c a n d o  l o s  t e o r e m a s  d e  r e c u r r e n c i a  y e s t r u c t u r a  p a r a  r e o r d e n a -
c i ô n e s  p o r  i n t e r v a l o s  c u a l e s q u i e r a  ( v e r  2 . 7 . 2  } s e  o b t i e n e :
I ) En u n  b i l l a r  p o l i q o n a l  r a c i o n a l , l a  ô r b i t a  d e
c u a l q u i e r  e i e m e n t o  ( P . 91 e s  d e n s a  en  u n a  u n i ô n  f  i n i t  a d e  i n t e r v a l  o s
d e l  e s p a c i o  d e  f a s e s  S0-  "3"^  e l  c a s o  d e  ô r b i t a s  p e r  i ô d  i c a s  s e
r e d u c e n  a p u n t o s .  T r a d u c i d o  e s t e  r e s u  I t a d o  e n  t e r m i n e s  d e  l a  
t r a y e c t o r i a  d e s c r i t a  p o r  un  p u n t o  m a t e r i a l  r e b o t a n d o  en  u n a  m e s a  d e  
b i l l a r  p o I  i g o n a I  r a c i o n a l ,  s i g n i f i c a  q u e  l a  t r a y e c t o r i a  e s  d e n s a  e n  
u n a  r e g i ô n  f o r m a d a  p o r  u n a  u n i ô n  f i n i  t a  d e  b a n d a s ,  q u e  en  e l  c a s o
d e  ô r b i t a s  p e r  i ô d i c a s , s e  r e d u c e n  a s e g m e n t o s ,  y e n  e l  c a s o  n o
p e r  I ô d  i c o  s o n  d e  a n c h u r a  p o s i t i v a .
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3 . 6 . 4 .  C a * o  I C O .
T m a J m e n t e  p r o h a r e m o s  q u e  e n  e l  r a s o  q e n é r  i r n  i a  t  r a y e r  t  n r  i a c i O > r e  
d e n s  a men  t e  t o d a  l a  m e s a ,  c a r a c t e r  i z a n d o  I o s  c a s o s  n m g u l a r e s .  
S u p o n d r e m o s  a q u T  q u e  e l  b i M a r  e s  r a c i o n a l  . y q u e  e l  i n t e r i o r  d e l  
p o 4 I q o n o  Q c o n s t a  d e  u n a  s o l a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  ( e s  f â c i I , s i  s e  
p r e s c i n d e  d e  e s t a  h i p ô t e s i s ,  c o n s t r u i r  u n  o b s t â c u t o  q u e  a i s i e  
c i e r t a  p a r t e  d e  l a  m e s a  ) .
C o m e n z a m o s  p r o b a n d o  e I  s i q u i e n t e  r e s u l f  a d o  :
i )  S u p o n g a m o s  q u e  f) e s  t a !  q u e  e n  (Q,  r )  , t a  t r a y e c t o r  i  a  d e  
n i n g u n  x  €  S q  u n e  d o s  v e r t i c e s .  £ n t a n c e s ,  r  e s  u n a  r e o r d e n a c i ô n  p a r  
i n t e r v a l o s  e n  . r e g u l a r  y  a c T d i c a .
S u p o n g a m o s  q u e  t  n o  e s  r e g u l a r .  E x i s t e n  p u n t o s  x , y € X ( t )  t a i e s  q u e  
p a r a  c i e r t o  n € N,  t ^ ( x )  = y .  P e r o  I o s  p u n t o s  d e  c a m b i o  d e  t ,
s a b e m o s  q u e  s o n  e l e m e n t o s  d e  t r a y e c t o r i a  q u e  p a s a n  p o r  l o s
v e r t i c e s ,  p o r  l o  q u e  t ( x )  y r ( y )  t I e n e n  s u  o r i g e n  e n  v e r t i c e s ,  y l a
t  r a y e c t o r  i a d e  t ( x ) u n e  e s t o s  d o s  v e r t i c e s .
a u p u n g a m o s  a n o r a  u n a  t r a y e c t o r  i a p e r i ô d i c a  e n  Q,  c o r r e s p o n d i e n  t e  a 
a l g û n  e l e m e n t o  d e  S g . P o r  l a  c o n t i n u i d a d  l a t e r a l  d e  t , e s t a  t  r a y é e -  
t o r i a  s e  p u e d e  i n c l u i r  e n  u n a  b a n d a  f o r m a d a  e n t e r a m e n t e  p o r  t  r a y é e -  
t o r i  a s  p e r i ô d i c a s ,  p a r a  I e I  a s  e n t r e  s î . O i c h a  b a n d a ,  s e  p u e d e  e n s a n -  
c n a r  n a s t a  l l e g a r  a a l g û n  v é r t i c e  A.  C o n s i d é r â m e s  a n o r a  l a  t r a y e c -  
t o r l a  q u e  p a r t e  d e  A c o n  l a  m i s m a  o r i e n t a c i ô n  q u e  e I  r e b o t e  d e  l a  
b a n d a  en  e l  I a d o  d e l  b i l l a r  e n  q u e  e s t a  A.  E s t a  t r a y e c t o r i a  s e r a  
f r o n t e r a  d e  l a  b a n d a ,  h a s t a  q u e  e n c u e n t r e  un  n u e v o  v é r t i c e  y s e  
s é p a r é  d e  e l  l a ,  o b i e n  h a s t a  q u e  r e g r e s e  a A.  En a m b o s  c a s o s  e s  
c i e r t a  l a  p r o p o s i c i ô n . J
i i )  E l  c o n j u n t o  d e  o r  i e n t a c  i  â n e s  0  q u e  v e r i - F i c a n  l a
• a n t e r i o r  p r o p i e d a d ,  e s  n u m e r a b i e  y  d e n s o  e n  [ 0 , 2 n ) .
E s  n u m e r a b l e ,  p o r  s e r  n u m e r a b l e  e l  c o n  j u n t o  d e  l a s  t r a y e c t o r  i a s  q u e  
u n e n  d o s  v e r t i c e s ,  y a  q u e  s i  u s a n d o  e l  m é t o d o  d e l  d e s p l a z a m i e n t o  d e  
1 a m e s a  ( v e r  3 . 3 .  ) ,  p r o l o n g a m o s  en l i n e a  r e c t a  u n a  t r a y e c t o r i a  d e
e s t e  t I  P O , m i e n t r a s  q u e  v a m o s  r e f l e j a n d o  l a  m e s a  e n  l o s  I a d o s  e n  
q u e  l a  p r o  I o n g a c 1 6 n d e  l a  t r a y e c t o r i a  i n c i d e ,  s e  I I e g a r â  a o b t e n e r  
u n  s e g m e n t e  d e  r e c t a  q u e  u n e  u n  v é r t i c e  d e  l a  m e s a  i n i c i a l  Q a u n  
v é r t i c e  d e  l a  n - é s i m a  m e s a ,  = g ( Q ) ,  d o n d e  g e s  c i e r t a  t r a n s f o r -
m a c i ô n  d e  I g r u p o  R ( v e r  3 . 2 . 1 .  1 .  Como d i c h o  g r u p o  e s  n u m e r a b l e ,
I  o s  p o s i b l e s  g ( Q )  t a m b i é n  l o  s o n ,  y e l  c o n j u n t o  d e  s e g m e n t e s  q u e  
u n e n  v é r t i c e s  d e  g ( Q )  a v e r t i c e s  d e  Q,  t a m b i é n  l o  e s .  P a r a  p r o b a r  
q u e  e s  d e n s o ,  t o m a m o s  u n  e l e m e n t o  d e  t r a y e c t o r i a  c u a l q u i e r a  ( P , 0 )  
d e  ( Q , t ) ,  d o n d e  P e s  u n  v é r t i c e ,  y t o m a m o s  u n  c o n o  C ( P , 0 )  d e  
v é r t i c e  P y â n g u I o  B a r b i t r a r i a m e n t e  p e q u e n o  q u e  c o n t i e n e  a ( P , 0 )  
e n  s u  i n t e r i o r .  P r o  I o n g a n d o  s u f i c i e n t e m e n t e  e l  e l e m e n t o  d e  t r a y e c ­
t o r i a  p o r  e l  m é t o d o  d e  l a  m e s a  m ô v i I , s e  p u e d e  c o n s e g u i r  q u e  l a  
m e s a  0^, e s t é  i n c l u i d a  en  C ( P , P ) ,  y u n  i e n d o  P c o n  c u a l q u i e r a  d e  I o s  
v é r t i c e s  d e  s e  e n c u e n t r a  u n a  t r a y e c t o r  i a q u e  u n e  d o s  v é r t i c e s  y 
t I e n e  o r i e n t a c i ô n  m âs  p r ô x i m a  a 0  q u e  e l  â n g u I o
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I. l a m a r e m o s  a l a s  o r  i o n  t a c  i o n e s  d e  e s t e  t  i p o  o r  i e n  t  a c  i o n e s
s I n g u I  a r e s , m i e n t r a s  q u e  e l  r e s t o  d e  I a s  o r i e n t a c i o n e s  s e r i n
o r  I e n t a c I  o n e s  q e n é r i c a s .  F i n a l  men t e  s e  p r u e o a ;
i i i )  S i  O e s  u n a  o r i e n t a c i ô n  g e n é r i c a ,  l a  t r a y e c t o r i a  d e  
c u a l q u i e r  e l e m e n t o  d e  Sq  e s  d e n s a  e n  e l  p o t î g o n o  Q.
T e n  I e n d o  en  c u e n t a  q u e  a n o r a  t  e s  u n a  r e o r d e n a c i ô n  p o r  i n t e r v a l o s
e n  S g ,  r e g u l a r  y a c î c l i c a .  y q u e  l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  S g  s o n
d e  l a  f o r m a  ( l . a ) ,  d e l  t e o r e m a  v i )  d e  2 . 6 , 5  s e  d e d u c e  q u e  s i  e n  u n a
t r a y e c t o r i a  h a y  u n  ( P , a ) ,  c o n  P € I ,  l a  t r a y e c t o r i a  e s  d e n s a  e n
( l , a ) ,  y  t a m b i é n  q u e  s i  u n a  t r a y e c t o r i a  i n e i d e  en  un  l a d o  I c o n  u n a
o r i e n t a c i ô n  a ,  u n a  b a n d a  d e  o r i e n t a c i ô n  a  e n  l a  q u e  I o s  e l e m e n t o s  
d e  o r i e n t a c i ô n  a  s o n  d e n s o s  , c u b r e  e l  I a d o  I S i  u n a  t r a y e c t o r i a
0  n o  e s  d e n s a  e n  Q.  y c i e r t a  r e g i ô n  G d e  l a  m e s a  n o  e s  a t r a v e s a d a
p o r  n i n g û n  e l e m e n t o  d e  t r a y e c t o r i a . d i c n a  r e g i o n  n o  p u e d e  e s t a r
1 i m i t a d a  e x c I  u s i v a m e n t e  p o r  l a o o s  d e  o u ,  p o r q u e  G c o i n c i d i r T a  c o n  
t o d o  Q,  o b i e n  Q n o  s e r î a  c o n e x o .  G d e b e  e s t a r  I i m i t a d a  p o r  a l g û n  
e l e m e n t o  d e  t r a y e c t o r i a  Ç y p o r  I a d o s  d e  ôQ.  C o n s i d e r e m o s  e l  
e l e m e n t o  d e  t r a y e c t o r i a  v e r t i c a l ,  y q u e  G e s t a  a s u  d e r e c n a . A l a  
d e r e c b a  d e  Ç n a y  t o d a  u n a  b a n d a  v e r t i c a l  s i n e l e m e n t o s  v e r t i c a l e s  
d e  l a  t r a y e c t o r i a  O.  T o m e m o s  un  p u n t o  P € F r ( G )  n  ç ,  y t r a c e m o s  u n a  
v e r t i c a l  p a r t i e n d o  d e  P h a c i a  a r r i b a  h a s t a  q u e  c o r  t e  un  I a d o  I d e  
dQ e n  u n  p u n t o  A.  A l a  d e r e c b a  d e  A,  n a y  e n  l p u n t o s  n o  v i s i t a d o s  
p o r  e l e m e n t o s  v e r t i c a l e s  d e  O.  P e r o  s i  A f u e s e  un  p u n t o  i n t e r i o r  d e  
I ,  t o d o  I e s t a r î a  i n c l m d o  en  u n a  b a n d a  e n  q u e  ! o s  e l e m e n t o s  v e r t i ­
c a l e s  d e  O s e r I  an d e n s o s ,  I u e o o  A d e b e  s e r  e l  e x t r e m o  d e r e c h o  d e  i ,  
es  d e c i c ,  i.m v é r t i c e .  R e a l i  z a n d o  e l  m i s m o  r a z o n a m i e n t o  c o n  l a
v e r t i c a l  d e s d e  P n a c i a  a b a j o ,  o b t e n e m o s  q u e  z u n e  d o s  v é r t i c e s ,  y ô  
e s  5 I n g u I a r . g
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ANEXO DE GRAF I COS DEL
CAP I T U L O  I I I
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3 1 s e n  o o b t e n i d o  m e d i a n t e  e l  a n i  I I o  A 5  ( d e s c r i p c i ô n  en  3 . 4 . 3  )
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DI  s en  o o b t e n i d o  m e d i a n t e  e l  a n i I I o  A3
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O i s e n o  o b t e n i d o  m e d i a n t e  e l  a n i  M o  A g ,
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D I s e n  o o b t e n i d o  m e d i a n t e  e l  
v e r t i c e s  a l t e r n e s  ) .  *
a n i I I o  A ,  ^ { en  e s t e  c a s o  s e
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O r b  i t a  p e r i ô d t c a  en un p e n t â g o n o  r e g u I a r .
N u m é r o  de  r e b o t e s :  10
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O r b  i t a  p e r i o d i c a  e n  un p e n t â g o n o  r e g u I a r
N umér o  d e  r e b o t e s :  58
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O r b i l a  p e r i o d i c a  en b i l t a r  t r i a n g u l a r  ( â n g u l o s  i t / 3  y  n / 5  )
N u m ér o  d e  r e b o t e s :  90
8 0
O r b  i t a  p e r i o d i c a  o b t e n i d a  e n  t r r â n g u l o  ( â n g u l o s  i x / 3  y n / 5 )  
N u m é r o  d e  r e b o t e s  2 0 8
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O r b  I t a  p e r i o d i c a  o b t e n i d a  e n  un  b i l l a r  d e  t i p o  c )  d e s c r i t o  en
3 . 4 . 2 .  En e s t e  c a s o  I o s  1 a d o s  n o  s o n  i g u a t e s  p e r o  s o n  d e  l o n g i t u d  
r n û l t i p l o  d e l  mâ s  p e q u e n o ,  p o r  l o  q u e  e s  é q u i v a l e n t e  a l  c i t  a d o  c a s o .  
■Numéro d e  r e b o t e s :  26
8 2
rO r b  I t  a p e r i o d i c a  o b t e n i d a  e n  e l  m i s mo  b i  I I a r  q u e  e l  a n t e r i o r .
N umér o  d e  r e b o t e s ;  8 4 6
8 3
l . IS T A O O  DEL PROGRAMA US A DO EN LOS EJEMPLOS ANTER lO RE S .
LENGUAUC D£ PROCRAMACION : Q u i C K  B a s i c  3 . 0
'EM ESTE PROGRAMA EL ORIGEN DE COORDENADAS ESTA EN EL 
'ANGULO INFERIOR
'IZQUIÆRDO, Y CABEN 200x200 PUNTOS 
DEFDBL A-H,K-M.O-Z 
DEFINT I-J.N
INPUT "iCOMPROBACION DE TRASLACIONES,SI 0 NO“;C$
IF C$ = 5 1 "  THEN ID=0 ELSE ID=1 
'ENTRADA DE DATOS 
'DATOS DE LA MESA
DIM V(2,50) 'VERTICES DEL PERIMETRO 
PI=3.141592653589793 
DIM ITIIOOO)
INPUT "NUMERO TOTAL DE VERTICES";N 
'BASE DEL POLIGONO 
• INPUT "COORD. DE LOS DOS VERT. DE LA BASE( IQ EL DERECHO) 
;V(1.1),V(2, 1). V(l,2). V{2.2)
PRINT "ANGULOS EN ESTOS VERTICES EN FRACCION DE n."






FOR 1= 3 TO N-1
PRINT'LONGITUD DEL LADO"; I-l;"?"
INPUT LONG 
ANG = ALFA 
GOSUB 4000 
GOSUB 5000
V(1,I)=V(1.I-1) + COSENO*LONG 
V(2,I)=V(2,I-l) + SENO*LONG
PRINT "COORDENADAS DEL NUEVO VERTICE";V(1,I),V(2.I)










IF COSENO = 0 THEN MI = 1.D20 ELSE MI=SENO/COSENO 
ANG = PI-BETA 
GOSUB 4000 
GOSUB 5000
IF COSENO = 0 THEN M =1.D20 ELSE M = SENO/COSENO 
Al=M :B1=-1 :Cl=-M*Vf1 1)+Vf2 1)




PRINT"COORDENADAS DEL ULTIMO VERTICE";V(1. N ).V(2.N )
'ENTRADA DE DATOS TRAYECTORIA
’MATRICES PARA PUNTOS DE TRAYECTORIA EN LOS BORDES DE LA MESA 
DIM X(1000),Y (1000)
'CALCULO DE COEFICIENTES DE LAS ECUACIONES DE LOS LADOS
DIM L(3,N) 'MATRIZ PARA LOS COEFICIENTES
FOR I = 1 TO N




L ( 1,I)=A:L(2,I)=B:L(3, I)=C 
NEXT I
’CONTADOR PARA REPETIR PRUEBAS DE TRASLACIONES 
IR=0





'IMPRESION DE LA MESA
SCREEN 2
FOR I = 1 TO N
IF I=N THEN J=1 ELSE J= I+l
LINEO. 2*V( 1, I), 200-V(2, I ) ♦ 1. 275 ) - ( 3. 2*V(1, J), 200-V(2. J)*l. 275) 
NEXT I
’CALCULO DE LA TRAYECTORIA
’CALCULO DE LOS COEFICIENTES EN EL PRIMER TRAMO
'MATRICES DE COEFICIENTES
DIM CA(1000),CB(1000),CC(1000)
'MATRICES AUXILIARES PARA LA SELECCION DEL LADO EN QUE REBOTA 
DIM IA(50),XA(50),YA(50)
X1=X(0):Y1=Y(0)




X2 =X(0 )-COSENO:Y2=Y (0 )-SENO
XC=X2 ;YC=Y2 'VARIABLES PARA DISTINGUIR TRASLACIONES 
'Y GIROS DE 180 
80 GOSUB 2000
CA(1)=A:CB(1)=B:CC(1)=C
'VARIABLES PARA CUANDO SE REBASAN LOS 1000 REBOTES
GA=A;GB=B:GC=C
IC = 1
'CALCULO DE LOS CORTES CON LOS LADOS 
1 TF TC yiono GOTO 70!
A1=CA(IC):B1=CB(IC):C1=CC(IC)
201 A1=GA:B1=GB:C1=GC 
FOR IK=1 TO N 
IF IK=IN GO TO 2 











'SELECCION DEL CORTE MAS PROXIMO A (XI,Yl)
s=ioooo
FOR I =1 TO N
IF IA(I)=0 GOTO 4
D= SQH((Xl-XA(I))~2 +(Y1-YA(I>)“2)
IF D<S THEN S=D ; IN=I 
NEXT I
IF lO l O O O  GOTO 104 
IT(IC)=IN
104 'IMPRESION DEL ELEMENTO DE TRAYECTORIA
LINE<3.2»X1,200-Yl*l.275)-(3.2»XA(IN),200-YA(IN)*1. 275) 
IF TR = 1 THEN TR = 0 : IR=1 iGOTO 101 






IF l OlOOO GOTO 203 
X(IC)=X1:Y(IC)=Y1 
203 GOSUB 2000 
IC=IC+1
IF l O lOOO GOTO 202 
CA(IC)=A:CB(IC)=B:CC( IC)=C 
202 GA=A:GB=B:GC=C
IF ID = 0 AND C$ = "SI” THEN GOTO 204 
IF ABS(GA*X(0) +GB*Y(0)+GC)>l.D-6 GOTO 204 
IF SGN(X2-X1)=SGN(XC-X(0)) AND SGN(Y2-Y1)=SGN(YC-Y(O))_ 
THEN GOTO 504 ELSE GOTO 204 
504 IF ABS(CB(1)) >1.D-10 AND ABS(GB) > 1.D-8 THEN GOTO 500
IF ABS(CB(1)) <1.D-10 AND ABS(GB) < 1.D-8 THEN GOTO 501_
ELSE GOTO 204
500 IF ABS(GA/GB-CA(1)/CB(1))>1. D-6 THEN GOTO 204
501 PRINT "TRAYECTORIA PERIODICA. OTRO CASO LSI 0 NO?"
TR=1
GO TO 1
204 ’COMPROBACION DE TRASLACIONES 
IF ID = 1 GOTO 30 
IF (IC-1) MOD 2 = 1  GOTO 30
IF A8S(CA(l)Xl.D-8 OR ABS( CB(1 ) )< 1. D-8 THEN GOTO 20
IF ABS(CA(IC)/CA(1)-CB(IC)/CB(1))>.00001 THEN_
GOTO 30 ELSE GOTO 40 
20 IF (ABS(CA(l)X l.D-8 AND ABS( CA(IC) )< 1. D-8 )_
OR (ABS(CB( 1) XI. D-8 AND ABS( CB(IC) )< 1. D-8 ) THEN GOTO 40
30 IF IC = 1000 AND ID=1 AND IR=0 THEN GOTO 42




IF A$=" GOTO 1 
CLS
IF ID=0 OR IR=0 THEM GOTO 7 ELSE GOTO 70 
42 PRINT '1000 REBOTES.iOTRO CASO?, SI 0 NO"
101 INPUT D$
IF D$="NO" THEN END 
CLS
IF D$= SI" THEN IF IR=1 THEN PRINT.
"ACON l a  MISMA ORIENTACION?, SI 0 NO" ELSE GOTO 7 
INPUT F$
IF F$="SI" GOTO 70 ELSE IR=0:ID=0 :GOTO 7
40 IF SGN(X2-X1)=SGN(XC-X(0)) AND SGN(Y2-Y1)=SGN(YC-Y(0))_
THEN GOTO 41 ELSE GOTO 30
41 PRINT "TRASLACION EN EL REBOTE"; IC-1 ;"iCONTINUAR O PROBAR?' 
50 B$=INKEY$
IF B$="" GO TO 50 
IF B$="C" GOTO 30 
IF B$="P" GO TO 60
PRINT "MENSAJE ERRONEO. VUELVA A INTENTARLO"
GOTO 50
60 'COMPROBACION DE SI UNA TRASLACION DA UNA ORBITA PERIODICA 
SCREEN 0 
CLS
'CALCULO DE LA TRASLACION 
XS=X(0):YS=Y(0)
FOR JJ = 1 TO 2 










70 INPUT "UN PAR DE COORDENADAS IN ICIALES";X(0),Y{0)
'CONTADOR PARA QUE NO SE BUSQUEN TRASLACIONES CUANDO
'SE ESTA COMPROBANDO
'LA PERIODICIDAD DE UNA DE ELLAS
ID=1
'CONTADOR PARA REPETIR LA PRUEBA CON OTRO PUNTO 
'INICIAL PERO LA MISMA 



































5000 CO = 1
COSENO = 1 






CAP I T U L O  I V
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8 9
4 . 0 .  IN T BO O U C CIO N.
EsLte c a p î t u l o  t r a t a  s o b r e  i s o m e t r î a s  l o c a l e s  b i y e c t i v a s  e n  r 2 ,  c on  
a p l i t a c  i p e e s  a  b i l l  a r e s  p o l i é d r i c o s  r a c i o n a l e s .
En e l  p r i m e r  a p a r t a d o  s e  I n t r o d u c e  e l  c o n c e p t o  d e  i s o m e t r r  a l o c a l
b i y e c t i v a  e n  r 2 s o b r e  l a  b a s e  d e l  e j e m p i o  q u e  b r i n d a n  I os  b i l l  a r e s
p o J i é d r i c o s  r a c i o n a l e s ,  y s e  m u e s t r a n  t a m b i é n  un p a r  de  e j e m p l o s  
a b s t r a c t o s  c u y a  d i n à m i c a  p u e d e  a n a  I i  z a r s e  c o m p i e t a m e n t e  g r a c i a s  a 
s u  e s p e c i a l  s e n c i l l e z ,  e n u m e r a n d o s e  a l g u n o s  t i p o s  p a r t  i c u I  a r e s  d e  
i ^ l . b .  e n  r 2 q u e  I u e g o  s o n  t r a t a d o s  e n  e l  a p a r t a d o  t e r c e r o .
E n  e l  s e g u n d o  a p a r t a d o  s e  o b t i e n e n  a l g u n a s  p r o p  i e d a d e s  g e n e r a  I e s  de  
4 a s  i . I . b .  e n  R^ c o n  c o n s e c u e n c i a s  e n  b i l l  a r e s  p o l i ê d r i c o s  
r a c i o n a l e s ,  p a r t  i c u I a r m e n t e  l a  r e c u r r e n c  i a d e  e s t o s  b i l l  a r e s  , l a
c a r a c t e r i z a c i ô n  d e  l a  f am i I i a d e  o r i e n t a c i o n e s  de  é r b i t a s
p e r î o d i o a s  como e x c e p c i o n a I  e s , y e n  e l  c a s o  d e  o r i e n t a c i o n e s
g e n é r  i c a s , l a  d e m o s t r a c i ô n  de  q u e  l a s  ô r b i t a s  s e  a p r o x i m a n
a r b i t r a r i a m e n t e  a I a s  a r i s t a s  d e l  p o l i e d r o .
En e l  t e r c e r  a p a r t a d o  s e  a n a l i z a n  i . l . b .  en r 2 o b t e n i d a s  p o r  
p r o d u c  t o  c a r t e s  i a n o  de  i . l . b .  e n  R.  Se a n a l i z a  l a  d i n â m i c a  en c a s o  
d e  q u e  a l g u n o  d e  l o s  f a c t o r e s  s e a  p e r i ô d i c o ,  y s e  o b t i e n s  u n a  
c I  a s i f i c a c i ô n  d e  c i e r t o  t i p o  de  a u t o m o r f  i smos  de  un t o r o ,  s e g û n  l a s  
p r o p  i e d a d e s  de  s u s  ô r b i t a s .  Se  o b t i e n s  u n a  c o n d i c i ô n  s u f  i c i e n t e
p a r a  q u e  un p r o d u c t o  d e  r e o r d e n a c i o n e s  p o r  i n t e r v a l o s  s e a  c a s i -
m i n i m a l ,  y  s e  o b t  i e n e n  a l g u n a s  p r o p  i e d a d e s  i n t e r e s a n t e s  p a r a  e l  
c a s o  f  X f ,  c a s o  q u e  p r é s e n t a  e l  i n t e r é s  d e  t e n e r  a p I i  c a c  i o n e s  en  
e l  e s t u d i o  d e  b i l l  a r e s  p o l i g o n a l e s  r a c i o n a l e s  co n  d o s  b o l a s .
F i n a l  men t e  e n  e l  u l t i m o  a p a r t a d o  s e  h a c e  u n a  a p r o x  i mac i ôn  a l  p r o -  
b l e m a  d e  b i l l  a r e s  p o l i g o n a l e s  n o  r a c i o n a l e s ,  m o s t r â n d o s e  q u e  c o n ­
d u c e  a un t i p o  d e  mode I o  d i n é m i c o  p r ô x i m o  e n  m uc hôs  a s p e c t o s  a l  de  
l a s  i s o m e t r T  a s  l o c a l e s  b i y e c t i v a s .
4 . 1  I S O M E T R I A S  L OCALES B I Y E C T I V A S  EN r 2 .
4 . 1 . 1 .  B i I l a r e s  p o I  i ë d r  i c o s  r a c i  o n a I  e s
S e a  a h o r a  Q u n a  r e g i ô n  a c o t a d a ,  a b i e r t a  y c o n e x a  de  R^ I i m i t a d a  p o r  
u n a  s u p e r f i c i e  p o l i é d r i c a  dQ,  y s u p o n g a m o s  un p u n t o  m a t e r i a l  en  
m o v i m i e n t o  r e c t i l î n e o  p e r t p é t u o  e n  e l  i n t e r i o r  d e  Q , r e b o t a n d o  en  
dQ s e g û n  l a s  I e y e s  de  l a  r e f I  e x  i ô n  e l â s t i c a .  E s t e  mode I o  d i n â m i c o  
e s  un b i l l a r  p o I  i ë d r  i c o . Si  c o n s i d e r a m o s , como en 3 . 2 . 2 ,  e l  
c o n j u n t o  de  l a s  s i m e t r i  a s  de  R^ r e s p e c t e  a p i a n o s  p a r a  I e I  os  a l a s  
c a r a s  d e  dQ,  p a s a n d o  t o d o s  e l l o s  p o r  un p u n t o  d a d o  O,  y I I a m a m o s  D 
a*  g r u r ?  g e n e r a d o  p o r  e s t a s  s i m e t r î a s ,  s i  e s t e  g r u p o  e s  f i n i t e ,  
s e g û n  r a z o n a m i e n t e s  s i m i l a r e s  a I o s  d e  i ) d e  3 . 2 . 3  , s e  p u e d e  
e s t a b i e c e r  q u e  l a s  d i s t i n t a s  o r i e n t a c i o n e s  de  I os  e l e m e n t o s  u n a  
t r a y e c t o r i a  e n  e l  b i l l a r  p o I i  ë d r  i c o , p e r t e n e c e n  a un c o n j u n t o
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f i n i t o  . En e s t e  c a s o  , d i r e m o s  q u e  e l  b i l l a r  p o l i é d r i c o  e s  r a c i o ­
n a l .
O e s c r  i b i r e t nos  l a s  o r  i e n t a c  i o n e s  d e  I o s  e l e m e n t o s  d e  t r a y e c t o r i a  
m e d i a n t e  e l  c o n j u n t o  U d e  I o s  v e c t o r e s  d e  q u e  t  i e n e n  m ô d u l o
u n i d a d .  Un e l e m e n t o  d e  t r a y e c t o r i a  en e l  b i l l a r  p u e d e  c a r a c t e r  i -  
z a r s e  como ( P , 9 )  d o n d e  P € dQ y 9  € U .  S i  t om a mo s  un e l e m e n t o  de  
t r a y e c t o r i a  i m c i a l  ( P . 9 )  y e l  b i l l a r  e s  r a c i o n a l ,  I I a m a r e m o s  a l  
s u b c o n j u n t o  f i n i t o  d e  U d e  t o d a s  l a s  p o s i b l e s  o r i e n t a c i o n e s  q u e  
p u e d e n  a l c a n z a r  I o s  e l e m e n t o s  de  l a  t r a y e c t o r i a  de  
( P , 9 ) . S i  L e s  e l  c o n j u n t o  f i n i t o  d e  c a r a s  de  dQ,  s e  p u e d e  d é f i n i r
un e s p a c i o  de  f a s e s  S@ = L x Aq  y u n a  a p I i  c a c  i ô n  t :  Sq   --------► S@ q u e
d e s c r i b e n  l a  d i n â m i c a  d e l  b i l l a r  p o l i é d r i c o .  p a r a  t r a y e c t o r  i a s  de  
o r i e n t a c i ô n  d e  A@. L a  a p I i  c a c  i ôn  r  e s  l a  r e s t r i c c i ô n  a S@ d e  l a  
a p I i  c a c  i ôn  d e  r e f l e x i ô n ,  c u y a  d e f i n i c i ô n  e s  l a  d a d a  e n  3 . 1 . 3 ,  
s u s t  i t u y e n d o  I a s  s i m e t r T  a s  a x i a l e s  p o r  s i m e t r T a s  r e s p e c t o  a I os  
p i a n o s  q u e  c o n t i e n e n  l a s  c a r a s  de  I p o l i e d r o  s i  ( P , 9 )  e s  t a  I q u e  
i n c i d e  e n  e l  i n t e r i o r  de  u n a  c a r a ,  mi  e n t r a s  q u e  c u a n d o  i n c i d e  en  
u n a  a r i s t a ,  p u e d e  s e r  d e f i n i d a  como l a  i d e n t i d a d .  L a  a p I i  c a c  i ô n  r  
e s  d i s c o n t i n u a  e n  l a s  p r e i m â g e n e s  d e  l a s  a r i s t a s  d e  Q,  q u e  f o r m a r â n  
c u r v a s  p o l i g o n a l e s  s o b r e  l a s  c a r a s  de  dQ.  C a d a  ( c , 9 )  C S q ,  d o n d e  c 
e s  u n a  c a r a  de  dQ,  —  I I a m a r e m o s  a e s t o s  e l e m e n t o s  c a r a s  d e  S q  —  
s e  v e r â  d i v i d i d o  p o r  u n a  p o l i g o n a l  en  p o l T g o n o s  e n  c u y o  i n t e r i o r  r  
e s  u n a  a p I i  c a c  i ôn  c o n t i n u a  —  I I a m a r e m o s  a e s t o s  p o l l g o n o s  c o m p o ­
n e n t e s  i s o m é t r  i c a s  de  t  — , y s e g û n  p r o b a r e m o s ,  i s o m é t r i c a  r e s p e c t o  
a u n a  m é t r i c a  a d e c u a d a .
L a  s i me t r i a  r e s p e c t o  a un p i a n o  e n  e l  e s p a c i o  e s  u n a  i s o m e t r I  a . S i  
d o s  r e c t a s  r^  y r g  son p a r a  I e I  a s , s u s  s i m é t r i c a s  r e s p e c t o  a un 
p i a n o  t a m b i é n  l o  s o n  y l a  d i s t a n c i a  e n t r e  r^  y r g  c o i n c i d e  c o n  l a  
d e  s u s  s i m é t r i c a s .  S e a n  x , = ( P , , 9 )  y xg = ( P g , 9 )  e l e m e n t o s  de  
. t r a y e c t o r i a  d e  ( c , 9 )  C S q .  S i  r e p r é s e n t â m e s  p o r . ^ [ j i ^ )  y  [ x g ]  r e s ­
p e c t  i v a m e n t e  l a  r e c t a  q u e  p a s a  p o r  P  ^ y t i e n e  v e c t o r  d e  d i r e c c i ô n  
9  y q u e  p a s a  p o r  Pg y t  i e n e  e l  m i smo v e c t o r  d e  d i r e c c i ô n ,  d e f  i n i e n ­
do l a  d i s t a n c i a  e n t r e  x^ y x g  como l a  d i s t a n c i a  e n t r e  l a s  r e c t a s  
[ x 1] y [ X g ]  o b t e n e m o s  un a  m é t r i c a  en ( c , 9 ) .  H a c  i e n d o  l o  p r o p  i o en  
c a d a  c a r a  d e  S q ,  o b t e n e m o s  u n a  m é t r i c a  e n  S q  t a  I q u e  l a  r e s t r i c c i ô n  
de  r  a c a d a  una  de  l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r  i c a s  d e  c a d a  c a r a ,  e s  u n a  
i s o m e t r I  a . E s t e  p r o c e s o  e s  é q u i v a l e n t e  a l a  i d e n t i f i c a c i ô n  d e  c a d a  
c a r a  ( c , 9 )  con  l a  p r o y e c c  i ôn  de  c s o b r e  un p i a n o  p e r p e n d i c u  I a r  a l a  
o r i e n t a c i ô n  9 .  D e  e s t a  f o r m a ,  se  p u e d e  d é f i n i r  e n  c a d a  ( c , 9 )  u n a  
m e d i d a  u,  i g u a l  a l a  m e d i d a  de  L e b e s g u e  e n  l a  c a r a  c m u l t i p l i c a d a  
p o r  un f a c t o r  de  n o r m a I  i z a c  i ô n , i g u a l  a l  c o s e n o  de  I â n g u I o f o r m a d o  
p o r  l a  c a r a  y e l  p i a n o  p e r p e n d i c u I a r  a 9 ,  y h a c e r  a s i  d e  S q  un  
e s p a c i o  de  m e d i d a  t a  I q u e  l a  a p I i c a c  i ôn  d e  r e f l e x i ô n  t  c o n s e r v a  l a  
med i d a .
V e mo s  a s I  q u e  e l  e s t u d i o  d e  I o s  b i l l  a r e s  p o l i ê d r i c o s ,  s e  r e s u e  I v e  
en  e l  m a r c o  de  I a s  i s o m e t r I  a s  l o c a l e s  en r 2 ,  a l  q u e  d e d i c a m o s  e l  
r e s t o  d e  I a p a r t a d o .
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4 . 1 . 2 .  D e f  i n I c i ôn  d e  i s o m e t r i a s  I o c a l e s  b i y e c t  i v a s  en .
El  p u n t o  a n t e r i o r  sug i e r e  l a  s i g u i e n t e  d c f i n i c i ô n  de  i s o m e t r f a  
l o c a l  b i y e c t i v a  e n  :
- k  S, S c  ■ D é c im a s  q u e  f  e s  u n aS ea  f  u n a  a p !  i c a c i ô n  , f :  S
i s o m e t r f a  l o c a l  b i y e c t i v a  e n  R ^
a )  S es u n a  u n i ô n  f i n i  t a  d e  c o n J u n t o s  a c o t a d o s  h o m e o m o r -
f o s  a  i n t e r v a l o s  d e  R ^  (  p r o d u c t o  d e  i n t e r v a l  o s  a b i e r t o s ,  c e r r a d o s
o  semic e r r a d o s  d e  R ) .
b )  £■/ c o n j u n t o  G d e  p u n t o s  d e  d  i s c o n t  i n u  i d a d  d e  f  e s
u n i ô n  f i n i  t a  d e  c u r v a s  c o n t i n u a s  r e c t i c a b l e s ,  y  s i  x  €  S -  G, b a y
u n  S - e n t o r n o  d e  x ,  V ( x )  C  S -  G t a l  q u e  f  /  V ( x )  e s  i s o m e t r f a .
c )  L a  r e s t r i c c i ô n  d e  f  a  S -  G e s  i n y e c t  i  v a .
E s t a  d e f i n i c i ô n  e s  v e r f i c a d a  p o r  : s©  ► S©, p o r  l o  q u e
c o n d i c i o n e s  s u p l e m e n t a r i a s  q u e  i m p l i q u e n  l a  t r a n s i t i v i d a d , 
m I n i m a  I I d a d , e r g o d i c i d a d  e t c .  d e  l a s  i s o m e t r T  as  l o c a l e s  b i y e c t i v a s ,  
s e  t r a d u c e n  en l a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  p r o p i e d a d e s  p a r a  e l  b i l l a r  
p o 1 I é d r I c o .
E x p o n em o s  a c o n t i n u a c l ô n  d o s  e j e m p l o s  e n  I os  q u e  p u ed e  a d e mâ s  
c l a s i f i c a r s e  l a  d i n â m i c a  d e l  s i s t e m a .
4 . 1 . 3 .  D o s  c a s o s  p a r t i c u I  a r e s .
S u p o n g a m o s  a n o r a  q u e  S e s  un  i n t e r v a l o  d e  co mo  e l  d e  l a  f  i g .
4 . 1 .  En d i c b a  f i g u r a ,  l a s  r a y a s  d e  t r a z o  g r u e s o  c o r r e s p o n d e d  a l a  
c u r v a  G d e  p u n t o s  d e  d i s c o n t i n u i d a d , y l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r  i c a s
f  « g . 4 . 1 f i g  4 . a
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I OS t r è s  i n t e r v a l o s  d e t e r m  i n a d o s  p o r I a s , Se
d e f  i ne  l a  i . 1 . D.  f ; S -► S t r a s I a d a n d o  c a d a  r e c t à n g u l o  r e s p e c t i -
V a me nt e  p o r  I o s  v e c t o r e s  v j  v g  y vg s e n  a I a d o s  e n  l a  f i g u r a .  O b s é r -  
v e s e  q u e  s i  c o n s  i d e r a m o s  t o d o s  I o s  i n t e r v a l o s  c e r r a d o s  p o r  s u
b o r d e  i n f e r i o r  y p o r  su b o r d e  i z q u i e r d o  y a b i e r t o s  en I os  o t r o s  d o s
b o r d e s ,  f  e s  no  s o  I a m e n t e  i n y e c t  i v a  e n  s u  r e s t r i c c i ô n  a S -  G ,  s i n o  
q u e  e s  b i y e c t i v a  e n  t o d o  S y n a y  c o n t i n u i d a d  " l a t e r a l ” e n  l o s  
p u n t o s  d e  G,  e n  e l  s e n t  i do  d e  q u e  s i  x € G,  p o de mo s  e n c o n t a r  un
i n t e r v a l o  I ^  t a l  q u e  x € I x  Y f / 1x GS i s o m e t r î a . N a t u r a I m e n t e  I ^  n o
e s  e n t o r n o  d e  x ,  y a  q u e  x e s t a r â  en l a  f r o n t e r a  d e  l %.
C o m p I e t e m o s  a h o r a  S c o n  e l  b o r d e  s u p e r i o r  y b o r d e  d e r e c h o , y
p r o c e d a m o s  a i d e n t  i f  i c a r  c a d a  p u n t o  d e l  b o r d e  i n f e r i o r  d e  S c o n  e l
p u n t o  de  I b o r d e  s u p e r i o r  q u e  e s t â  e n  s u  v e r t i c a l .  L a  f i g u r a  4 . 2  
m u e s t r a  como un d i s c o  c e n t r a d o  en  un p u n t o  de  l a  l i n e a  h o r i z o n t a l  
de  G q u e  s e  t r a n s f o r m a r î  a e n  d o s  s e m i d i s c o s  d i s j u n t o s  p o r  f  , s e  
t r a n s f o r m a  a h o r a ,  t e n  i e n d o  e n  c u e n t a  l a s  i d e n t i f i c a c i o n e s , e n  un  
d i s c o  c o n e x o .  T e n  i e n d o  en c u e n t a  q u e  a h o r a  l o s  b o r d e s  l a t é r a l e s  s o n  
c î r c u l o s ,  p o de mo s  i d e n t i f i c a r  I os  p r e v i a  r o t a c i ô n ,  de  m a n e r a  q u e  un  
p u n t o  a r b  i t r a r  i o d e  I b o r d e  d e r e c h o  r e s u i t e  i d e n t  i f  i c a d o  c o n  u n o  
a r b i t r a r i o  d e  I b o r d e  i z q u i e r d o .  S i  e s t e  l o  h a c e m o s  de  m a n e r a  q u e  e l  
p u n t o  X r e s u i t e  i d e n t i f i c a d o  c on  e l  y ( v e r  f i g .  4 . 2  ) ,  e n t o n c e s
l a  t r a n s f o r m a c  i ô n  T  i n d u c i d a  p o r  f  e n  S '  e s  c o n t i n u a  e n  t o d o s  I o s
p u n t o s  de  S '  ( T  = g * f * g “ ’ , s i e n d o  g l a  p r o y e c c  i ô n  c a n ô n i c a  d e  S e n
S ' ) .  O b s e r v a r  en  l a  f i g u r a  como un d i s c o  c e n t r a d o  e n  z  s e
t r a n s f o r m a  en  un d i s c o  d e l  t o r o ,  t e n  i e n d o  en c u e n t a  l a s  
I d e n t i f i c a c i o n e s  ) .  Es  f â c  i I v e r  q u e  T e s  un a  t r a s I a c  i ôn  e n  e l  t o r o  
S'  c u y a  d i n â m i c a  e s  b i e n  c o n o c i d a :  Si  
s e g û n  un v e c t o r  v = ( v ^ , v g )  y v ,  y vg  
d i e n t e s , I a s  ô r b i t a s  b a j o  T  s on  d e n s a s  
t e  d e p e n d i e n t e s , s o n  d e n s a s  e n  u n a  g e o d é s i c a  c e r r a d a  d e  I t o r o .  E s t o  
s i g n i f i c a  q u e  t a s  ô r b i t a s  b a j o  f  de  I o s  e l e m e n t o s  de  S,  s o n  r e s p e c -  
11v a m e n t e  d e n s a s  e n  S y d e n s a s  en l a  i n t e r s e c c  i ô n  de  u n a  c o l e c c i ô n  
f  i n i t a  de  r e c t a s  d e  d i r e c c i ô n  v e q u i d i s t a n t e s  e n t r e  sT c o n  S .  En l a
f i g u r a  4 . 3  m o s t r a m o s  un e j e m p l o  o b t e n i d o  c o n  c o m p u t a d o r .
l a  t r a s I a c  i ôn  e n  e l  t o r o  e s  
s o n  r a c i o n a I  m e n t e  i n d e p e n -  
e n  S ' ,  y s i  s on  r a c i o n a l  men -
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f i g  4 . 3
Un e j e m p l o  a n â l o g o  a l  a n t e r i o r ,  e s  l a  i . l . b .  d e s c r i t a  e n  l a  f i g u r a
4 . 4 .  A q u î ,  t r a s  i d e n t  i f  i c a r  como a n t e s  I o s  b o r d e s  i n f e r i o r  y 
s u p e r i o r  d e  S ,  s e  p r o c é d é  a i d e n t  i f  i c a r  I os  b o r d e s  l a t é r a l e s ,  de  
m a n e r a  q u e  x = f ( z )  r e s u i t e  i d e n t i f i c a d o  c o n  y .  En l a  f i g u r a  se  
m u e s t r a  como d i s c o s  d e  c e n t r o  e n  z  y w s e  t r a n s f o r m a n  e n  d i s c o s  
d e l  t o r o ,  y l a  t r a n s f o r m a c  i ô n  i n d u c i d a ,  e s ,  como a n t e s ,  u n a  
t r a s I a c  i ô n  e n  e l  t o r o .
f i g .  4 . 4
4 . 1 . 4 .  A 1g u n o s  t  i p o s  de  i . l . b .  en
L o s  do s  e j e m p l o s  a n t e r  i o r e s  s u g i e r e n  l a  s i g u i e n t e  d e f  i n i c i ôn  de
i n t e r c a m b  i o de  i n t e r v a l o s  e n  r 2 ,  como g e n e r a  I i z a c i ô n  d e  l a  de  
i n t e r c a m b i o  d e  i n t e r v a l o s  e n  R ( v e r  2 . 1 . 1  ) :
i ) f  ; S ■> S e s  un i n t e r c a m b i o  de  i n t e r v a l o s  e n  RZ  s i ;
a )  f  e s  b i y e c t i v a
b)  S e s  un i n t e r v a l o  e n  R^
c )  E x i s t e  un r e c u b r i m i e n  t o  ( I j J ,1  1 i î m de  S d o n d e
I o s  I j  s o n  i n t e r v a l o s  d i s J u n t o s , t a l e s  q u e  f / l j  e s  un a  t r a s i a c i ô n .
i i )  Si  en l a  c o n d i c i ô n  b )  s e  a d m i t e  q u e  S s e a  u n i ô n  de  
i n t e r v a l o s  d e  R ^ , y en  l a  c o n d i c i ô n  c )  p e r m i  t  i mos  q u e  l a s  r e s t r i c -  
c i o n e s  f / l j  p u e d a n  s e r  e l  p r o d u c t o  d e  u n a  t r a s i a c i ô n  p o r  u n a  s i m e ­
t r  î  a a x i a l  de  e j e  v e r t i c a l  u h o r i z o n t a l ,  o p o r  un g i r o  d e  n r a -
d i a n e s ,  o b t e n e m o s  u n a  g e n e r a I i z a c i ô n  n a t u r a l  de  l a  r e o r d e n a c i ô n  p o r  
i n t e r v a l o s  e n  R,  q u e  I I a m a r e m o s  r e o r d e n a c i ô n  p o r  i n t e r v a l o s  en  
( v e r  d e f  i n i c i ôn  de  r .  i e n  R e n  2 . 5 . 1  ) .
i i i )  Un e j e m p l o  d e  i n t e r c a m b i o  d e  i n t e r v a l o s  e n  s e  
p u e d e  o b t e n e r  m e d i a n t e  e l  p r o d u c t o  d e  i n t e r c a m b i o s  c e  m  l o i  va  tua-.
S e a n  T^ S^ y T g  : Sg----------- ► Sg d o s  i n t e r c a m b i o s  d e
i n t e r v a l o s  e n  R ( no  s u p o n d r e m o s  n o r m a l i z a d a  l a  l o n g i t u d  de  S^ y 
S g ) . Co n s  i d e r a m o s  e n t o n c e s  e l  i n t e r v a l o  S = S ^ x S g ,  y l a  a p I i  c a c  i ô n
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f :  S  ► S d e f i n i d a  p o r  f ( x , y )  = ( T , ( x ) , T g ( y ) ) .  S i  s u p o n e m o s  q u e
T , y T g  s o n  r e o r d e n a c i o n e s  p o r  i n t e r v a l o s  e n  S^ y S g ,  o b t e n e m o s  un  
e j e m p l o  d e  r e o r d e n a c i ô n  p o r  i n t e r v a l o s  e n  d e  t  i p o  p r o d u c t o  d e  
r e o r d e n a c i o n e s  p o r  i n t e r v a l o s .  L a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s  q u e  
f o r m a n  e l  r e c u b r i m i e n t o  d e  S ( v e r  p u n t o  4 . 2 . 1  ) ,  s e  o b t  i e n e n
como p r o d u c t o  d e  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s  de  T^ p o r  c o m p o n e n t e s  
i s o m é t r  i c a s  d e  T g .
i v )  S e a  a h o r a  un i n t e r c a m b i o  d e  i n t e r v a l o s  T :  S^ ------- ► S<
y s e a n  ( J j  ) ,  1 1 i i n s u s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c a s .  C o n s i d e r e m o s
a h o r a  u n a  f a m i  I i  a { T i  ) ,  1 < i î n d e  i n t e r c a m b i o s  d e  i n t e r v a l o s  ,
T  i : Sg------► Sg , 1 i  i < n .  Pod em o s  d é f i n i r  un  i n t e r c a m b i o  d e
i n t e r v a l o s  f :  S = S ^ x S g  ------- ^ S ,  q u e  I I a ma r e m o s  p r o d u c t o  m i x t o  d e
d e  T  p o r  t  T i  J d e  l a  s i g u i e n t e  m a n e r a :  S i  y € J j ,  f ( x , y ) =
( T ( x ) , T j ( X ) ) .  E j e m p l o s  d e  e s t e  t  i po  s o n  I o s  d o s  d e s c r i t o s  e n  e l  
p u n t o  a n t e r i o r .  En e l  p r i m e r o ,  s e  t r a t a  de  I p r o d u c t o  m i x t o  d e  un  
i n t e r c a m b i o  de  d o s  i n t e r v a l o s ,  p o r  u n a  f a m i  l i a  f o r m a d a  p o r  un  
i n t e r c a m b i o  d e  d o s  i n t e r v a l o s  y l a  i d e n t i d a d .  En e l  s e g u n d o  e j e m ­
p l o ,  l a  f a m i  I i a e s  d e  d o s  i n t e r c a m b i o s  d i f e r e n t e s  d e  d o s  i n t e r ­
v a l o s .  L a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r  i c o s  d e  f  s e  o b t i e n e n  como p r o d u c t o  
c a u a  J j  p o r  l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m é t r i c o s  d e  T j . S i  e n  l u g a r  d e  
i n t e r c a m b i o s  de  i n t e r v a l o s  t u v  i ë r a m o s  r e o r d e n a c i o n e s  p o r  i n t e r v a ­
l o s ,  o b t e n d r î amos a n â I o g a m e n t e  un p r o d u c t o  m i x t o  d e  r e o r d e n a c i o n e s  
p o r  i n t e r v a l o s .  Es c l a r o  q u e  e l  p r o d u c t o  m i x t o  e n g l o b a  e l  c a s o  
a n t e r i o r :  B a s t a  t o m a r  u n a  f am i I i  a c o m p u e s t a  de  i n t e r c a m b i o s
i g u a l e s ,  y su p r o d u c t o  m i x t o  c o n  o t r o  c u a l q u i e r a ,  c o i n c i d e  c o n  e l
p r o d u c t o  de  e s t e  p o r  u n o  d e  I o s  de  l a  f am i I i  a .
4 . 2 .  PROPI EDADES GENERALES
4 . 2 . 1 .  C o m p o n e n t e s  i s o mé  t r  i c a s .
Como e n  e l  c a s o  d e  i . l . b .  e n  R s e  d i c e  q u e  u n  c o n j u n t o  I C S e s  
u n  c o n j u n t o  i s o m ê t r i c o  s i  f / l  e s  i s o m é t r  i a , e s  H - i  s o m e t r  i  c o  s i  
f ' / I e s  i s o m é t r T  a s i  1 1 i 1 k ,  u - i s o m é t r i c o  s i  f ' / l  e s  i s o m e t r  T a
V i e N.  L a  c o m p o n e n t e  i s o m é t r i c a  d e  x € S e s  e l  c o n j u n t o  c o n e x o  
m a x i m a l  C ^ , t a  I q u e  x € C y , y t a l  q u e  f / C ^  e s  i s o m e t r  T a . U n a  
c o m p o n e n t e  i s o m é t r i c a  Cy  n o  p u e d e  t e n e r  i n t e r s e c c i ô n  n o  v a c i a  c o n  
d o s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  C^ y  Cg d e  S -  G,  p u e s  c o m o  e n  Cy  n o  p u e d e  
h a b e r  p u n t o s  d e  G,  s e  o b t e n d r T  a Cy  c o m o  u n i ô n  d e  I o s  C y - c e r r a d o s  
d i s j u n t o s  Cy n  C j , d o n d e  l a s  C j s o n  l a s  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  S - G  
y s i  d o s  d e  e l l o s  s o n  n o  v a c i o s  , Cy  e s  n o  c o n e x a  . P o r  o t r a  p a r t e ,  
s i  X €  S -  G,  y  e s  C ’ y t a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  d e  x  e n  S -  G,  f / C ’ y 
d e b e  s e r  i s o m e t r î  a , y a  q u e  e n  o t r o  c a s o  e n  C ' y  p o d r î a m o s  e n c o n t r a r  
p u n t o s  d e  d i s c o n t i n u i d a d  y  s i n e m b a r g o  e s t o s  e s t â n  e n  G.  L a s  
c o m p o n e n t e s  i s o m é t r  i c a s  d e b e n  s e r  p o r  t a n t o  c o m p o n e n t e s  c o n e x a s  d e  
S - G ,  u n i d a s  t a l  v e z  a p u n t o s  d e  G q u e  e s t é n  e n  s u  f r o n t e r a .
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4 . 2 . 2 .  T e o r e m a  d e  r e c u r r e n c  i a .
De a c u e r d o  c o n  I o  q u e  p r e c e d e ,  y t a m b i S n  u s a n d o  I d s  a r g u m e n t o s  d e
l a  d e m o s t r a c i 6n 2 . 2 . 1 ,  e s  f S c i !  o b t e n e r  :
i )  S i  f  e a  u n  i . ! .  b . a n  S C  /  c o n s e r v a  l a  m e d i d a
L e b e s g u e .
Como t o d a s  l a s  h i p 6 t e s i s  d e l  t e o r e m a  d e  r e c u r r e n c  i a d e  P o i n c a r S  s o n  
s a t l s f e c h a s  p o r  ( S , f , L 2 ) ,  s i  f  e s  u n a  i . I . b .  e n  S C /  Lg  e s  l a
m e d i d a  L e b e s g u e ,  o b t e n e m o s :
i i )  C a s i  t o d o s  I o s  p u n t o s  s o n  r é c u r r e n t e s  p o r  f ,  e s  
d e c i r ,  p a r a  c a s i  t o d o s  I o s  p u n t o s  d e  S :
X  €  u ( x )
( P a r a  l a s  d e f  i n i c i o n e s  de  I o s  o p e r a d o r e s  u  y a  v e r  2 . 6 . 1  )
4.2.3.
Nos  p r o p o n e m o s  a q n t  <?<^ + ' j d i a r  e l  c o n  j u n t o  a ( G )  e n  u n a  i . I . b . ,  p a r a
o b t e n e r  un r e s u l t a d o  a n â l o g o  a l  i i i )  d e  2 . 6 . 2 .
S e a  f  u n a  i . I . b .  e n  S C C o n s i d e r e m o s  l a  f a m i  l i a  ( C j  J i € M de
l a s  c o m p o n e n t e s  i s o m ë t r i c a s  d e  S ,  y l a  f a m i  I i a  ( f j  ) i € M d e
i s o m e t r T  a s  d e  r 2 ,  t a i e s  q u e  V i € M, f j / C j  = f / C j . C o n s  i d e r e m o s  e I
g r u p o  H d e  i s o m e t r i a s  de  g e n e r a d o  p o r  l a  f a m i  l i a  ( f  j ) .  D i r e m o s  
q u e  H e s  e !  g r u p o  a s o c i a d o  a  f .
Nos  p r o p o n e m o s  p r o b a r  e I  s i  g u i  e n t e  r e s u l t a d o :
i )  S i  f  e s  a c T d  i c a  (  n o  t i e n e  e l e m e n t o s  p e r i ô d i c o s  )  y  
e n  e t  g r u p o  H a s o c i a d o  a  f  n o  b a y  r o t a c i o n e s  d e  â n g u l o  i r r a c i o n a ! , 
s e  v e r i f i c a :
a ( G )  = S.
Cons  i d e r e m o s  p a r a  p r o b a r  I o  e I  c o m p I e m e n t a r i o  S -  a ( G ) ,  y h a g a mo s  l a  
h i p ô t e s i s  d e  q u e  no  e s  v a c i o .  T e n i e n d o  e n  c u e n t a  l a  d e f i n i c i ô n  d e  I 
o p e r a d o r  a  p o d r î a m o s  e n c o n t r a r  un S - a b i e r t o  V c  S - a ( G )  e n  e I  q u e  
no May p u n t o s  d e  l a  f o r m a  f " * ( z )  K i  O,  z  € G,  o l o  q u e  e s  é q u i v a ­
l e n t e ,  f * ^ / V  e s  i s o m e t r î a .  P od emo s  e l e g i r  V m a x i m a l  t a I  q u e  V k  i  O 
f k / v  e s  i s o m e t r T a  y V e s  c o n e x o .  P o n ga mo s  V  k  € N ,  V«  = f * ( V ) .  
E n t o n c e s  O e s  v a c i o  o c o i n c i d e  c o n  V ^ .  Como I o s  t i e n e n
t o d o s  l a  m i s m a  m e d i d a  qu e  V,  y e s  u n a  m e d i d a  p o s i t i v a ,  s i  f u e r a n  
t o d o s  d i s j u n t o s , S no  s e r î a  a c o t a d o ,  d e  m a n e r a  q u e  p a r a  c i e r t o s  
k , k ' , k  < k '  , V« = V % , ,  y e n t o n c e s  , s i  s = k ' -  k ,  f ® ( V )  = V,  y 
b a s t a  p r o b a r  q u e  e s o  s i g n i f i c a  q u e ,  o b i e n  en V May p u n t o s  p e r  i 6d i -  
COS p a r a  f ,  o b i e n  e n  H h a y  u n a  r o t a c i ô n  i r r a c i o n a l .
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Tendremos tam biën  que f2 S (V )  = V donde es un m o v im ien to  d i r e c t o
del p ia n o  p e r t e n e c ie n t e  a l  grupo H. Por t a n t o  f e s  un g i r o  o una 
t r a s i a c i ô n .  E s ta  u l t i m a  a l t e r n a t  i va no es p o s i b l e ,  p uesto  que p ara  
todo n a t u r a l  p, serTa  f2 s P (V )  = V, y V no podrTa s e r  a c o ta d o .  Si 
fS s  f u e r a  un g i r o  de Sngulo  r a c i o n à l ,  en V babrT a puntos  
p e r  i 6d i C O S ,  luego p ara  que no I os baya debe s e r  un g i r o  de Sngulo  
i r r a c i o n a l ,  lo  que tam biën es im p o s ib le  por h i p ô t e s i s .  g
Obsërvese  que s i  se p e r m i te  la  e x i s t e n c i a  en H de g i r o s  de i n g u l o  
i r r a c i o n a l ,  p r o Iongando e I  r a z o n a m ie n to ,  se v e r r a  que e I  g i r o  no 
podrTa t e n e r  su c e n t ro  en V, con lo  que debe s e r  un g i r o  con c e n t r o  
f u e r a  de V, y V debe s e r  una corona c i r c u l a r .  AsT pues obtenemos:
i i )  S i f  es a c T d ic a , tos Onicoa conjuntos u -iso m S trico s  
de in t e r io r  no vacio y conexos que puede hat>er, son coronas c i r -  
cu tares . En p a r t ic u la r ,  no puede hat>er in te rv a lo s  v -is o m ô tric o s .
S i e x is te n  coronas c irc u la re s  u -is o m ë tric a s , tos u-con jun tos  de sus 
puntos son cTrcutos.
Por o t r a  p a r t e ,  s i  S es una corona c i r c u l a r  y f  una r o t a c i ô n  de 
Sngulo i r r a c i o n a l  de c e n t r o  en e I  c e n t r o  de l a  c o r o n a , f  es una
i . l . b .  en S, G = f ,  y S es w - i  som ëtr i co, de form a que e s te  caso  
es p o s ib le .
O bsërvese tam biën  que en e I  grupo H aso c ia d o  a un i n te rcam b i o de 
i n t e r v a l o s  en r 2., no hay s in o  t r a s  I ac i o n e s , y en e I aso c ia d o  a una 
re o rd e n a c  i ôn por in t e r v a l  o s , generado por t r a s I a c  i ones y s i m e t r î a s  
a x i a l e s  de e j e s  h o r i z o n t a l e s  y v e r t i c a l e s  y g i r o s  de n, tampoco hay 
g i r o s  i r r a c i o n a I e s , por lo  que a todos los t ip o s  de i . l . b .
d e s c r i t o s  en 4 . 1 . 4 ,  puede a p l i c a r s e  e I  r e s u l t a d o  i ) .
4 . 2 . 4 .  EI prob I ema de I a t r a n s  i t  i v i dad ^  de J_a mTrTi ma I i dad
H asta  aquT hemos expuesto  los resu  I t a d o s  de la s  i . l . b .  en R que 
pueden se r  ex te n d  i dos a R^ con f a c i l i d a d .  S in  embargo los  
resu  I t a d o s  sobre  m in im a l id a d  en i n tercam b i os de i n t e r v a l o s ,  y de 
manera mâs g en e ra l  de r e o r d e n a c i ones por i n t e r v a  I os no pueden
e x te n d e r s e ,  y p resen tan  una r e s o lu c iô n  que p are c e  com pM cada , que 
r e q u e r i r â  , b ien  la  in t r o d u c c iô n  de c o n d ic io n e s  supIemen - i a s . 
b ie n  resu  I t a d o s  sa lvo  casos e x c e p c io n a I  es con p r o b a b i l i d a d  n u la  de 
los mismos. Veamos un caso en e I  que no pueden e x te n d e r s e  los  
resu  I t a d o s  de R a r 2.
Tomemos por e je m p lo  un i n tercam b i o de i n t e r v a l o s  T en e I  i n t e r v a l o  
un i dad de R , con s ô lo  dos componentes is o m ë t r ic a s  que tengan  
lo n g i tu d e s  a  y 1 -a ,  j c i  ona Imente i ndepend i “ ' ' t  es . Es s a b id o  ( v e r
r é f .  [ K l ] ) ,  que en e s ta s  c o n d ic io n e s  e i  in te rcam b  i o de i n t e r v a  I os es
m in im a l ,  e i ne Iuso e rg ô d ic o .  Formemos ahora  en R^ e I  i n te rcam b  i o de
i n t e r v a l o s  p ro d u cts  f  = TxT en e I  i n t e r v a l o  un i dad de R^, S ( v e r  
i i i  de 4 . 1 . 4  ) .  Este  in te rc a m b io  de i n t e r v a l o s  en r 2 ,  es de I t i p o
d e s c r i t o  en 4 . 1 . 3 .  ( v e r  f  i g 4 . 4 ) ,  y puede r e d u c i r s e  a una t r a s I a -
c iô n  en e I  t o r o ,  que en e s te  caso, por s e r  segûn e I  v e c to r  ( i - a , 1  -  
a ) ,  da lu g a r ,  para  cada x de S ,a  una ô r b i t a  densa en una g e o d ë s ic a
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c e r r a d a  de l t o r o  p ara  I e I  a a l a  d iagona l de l i n t e r v a l o  un i dad en 
( v e r  f i g .  4 . 5  ) ,  y por t a n t o  f  no es m in im a l y n i s i q u i e r a
t r a n s i t i v e .  Obsërvese  que aquT se cumple tam biën  
a n â lo g a  a la  r e g u l a r i d a d  de la s  i . l . b .  en R que se  
o b t e n e r  m in im a l id a d  en aqueI caso.
la  c o n d ic ië n  
e x ig T a  p ara
f  if l ^ . 5
4 . 2 . 5 .  A p I i  cac i ones £  b i l l  a re s  p o l i  ë d r io o s .
Para  con c lu  i r  e I  a p a r ta d o ,  vamos a a p i « c a r  lo s  r e s u I ta d o s
o b te n id o s  al p roblem s de lo s  b i l l  a res  p o l i ë d r i c o s  r s c i o n a i e s .
E l  teorem a de r e c u r r e n c #  a se t r a d u c e  en l a  c o r r e s p o n d ie n te  p ro p i  e -  
dad r é c u r r e n t e  de los  b i l i a i r e s  p o l i ë d r i c o s .  Si S@ es « I  e s p a c io  de
fa s e s  aso c iad o  a una o r i e n t a c i ô n  9 ,  y T : S@ » S@ la  c o r re s p o n ­
dent: i a de r e f l e x i ô n ,  y u la  medida d e f i n i d a  en Sq  d e s c r i  t a  en
4 . 1 . 1 ,  se o bt  i ene :
i )  p -c a s i todos los puntos de Sq son réc u rre n te s .
En e I  caso de l b i I I a r  p o l i ë d r i c o ,  tampoco en e I  grupo H puede f ia b e r  
g i r o s  de ëngu io  i r r a c i o n a l  H, porque la s  t r a n s f o r m a o i ones de H 
d e s c r i  ben l a  a c tu a c iô n  de la s  de I grupo R generad o  p o r  las  s im e -  
t r T a s  re s p e c to  a las  c a ra s  de I p o l i e d r o ,  sob re  la s  r e c t a s  ^ ( P , 8 ) ] ,  
donde (P .P )  € S @ (  v e r  3 . 2 . 1  ) .  Una r o t a c i ë n  h  € H, debe c o r re s p o n -  
d e r  a una t r a n s fo r m é e iô n  g € R que produce una r o t a c i ô n  de una 
r e c t a  r  del t i p o  d e s c r i t o .  E n tonces ,  la  t r a n s f o r m a c iô n  g^, e s  un 
m o vim ien to  h e l i c o i d a l  que g i r a  r ,  y puede descomponerse en p ro du cto  
de un g i r o  a x i a l  j  por  una t r a s i a c i ô n  t  p a r a l e l a  a l  e j e  deJ g i r o .  
Si h f u e r a  un g i r o  de âng ulo  i r r a c i o n a l ,  J tam biën  lo  s e rT a ,  y la  
a c tu a c iô n  de g^ sobre  c u a l q u i e r  r e c t a  de o r i e n t a c i ô n  d i s t i n t a  a 4 a 
d e l  e j e  d e l  g i r o ,  p r o d u c ir T a  una c a n t idad  i n f i n i  t a  de r e c t a s  de 
o r i e n t a c i o n e s  d i s t i n t a s .  lo  que no es p o s i b l e  en un b i I I a r  r a c i o -  
nal. Esto  p rueba:
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i i )  En un b i l i a r  p o iiS d ric o  , c u a iq u ie r  tra y e c to r  i a de 
o rie n ta c id n  O ta !  que ningun (P ,0 ) tie n e  ô r b ita  p e r iô d ic a , pasa 
a rb i trariam ente  eerca de aiguna a r is ta .
Ya que en e s to  se t r a d u c e  e l  hecho de que a (G )  = S@. Ademâs,
razonando como en e l  caso de b i l l  a re s  p o l i g o n a l e s  r a c  i o na I  es ,
yemos que si un e Iem en to  de t r a y e c t o r  i a (P .d )  da lu g a r  a una ô r b i t a  
p e r i ô d i c a ,  hay un p ro du cto  g de s im e t rT a s  r e s p e c t o  a la s  c a r a s  deI  
p o l ie d r o  que m a n t ie n e  i n v a r i a n t e  la  r e c t a  r  = [ ( P , © ) J .  La t r a n s f o r ­
mac iôn g2 s e rs  un m ovim ien to  h e l i c o i d a l  y f S c i I m e n t e  se va que no 
puede s e r  la  i d e n t  i d a d . Ahora b ie n  las  ûn i cas r e c t a s  i n v a r i a n t e s  en 
un m o vim iento  h e l i c o i d a l  " ' s t î n t o  de ' »  i d en t  i d a d , t i e n e n  to d a s  una 
mi pma o r i e n t a c i ô n ,  que es la  que corresp on de  a l  e j e  de l a  r o t a c i ô n  
y /o  a la o r i e n t a c i ô n  de l a  t r a s i a c i ô n  en que se descompone el
m o vim iento  h e l i c o i d a l  ( s a lv o  en e l  caso en que e l  m o v im ie n to
h e l i c o i d a l  se re d u z c a  a una r o t a c i ô n  a x i a l  de S ngu lo  x , en cuyo
caso son i n v a r  i a n te s  todas  la s  r e c t a s  p e rp e n d ieu  I a re s  a l  e j e  del
g i r o ,  pero  e l  cuadrado  de d i cho g i r o  se rT a  la  i d e n t  i d a d , lo  muc
im p o s ib le  en n u e s t r o  c a s o ) .  Por t a n t o ,  e l  numéro de o r  i e n t a c , ones
que dan lu g a r  a ô r b t t a s  p e r i ô d ic a s ,  no puede e x c e d e r  a l  de m o v i-  
mi en to s  he I i co i.da I es conten  i dos en e l  grupo R , y como e s t e  grupo  
es f i n i  tam ente  generado  y por cons i gu i en te  n u m era b le ,  se o b t i e n s :
i i i )  E l conjunto de o rien tac ion es  O ta ie s  que la  
de algûn (P., 0 ) es p e riô d ic a . es numerable.
ô r b ita
E ste  resu  I t a d o  da c a r a c t e r  g e n é r ic o  al a n t e r i o r .
4 . 3 .  ALGUNOS RESULTAOOS PARA ISOMETRI AS LOCALES PRODUCTO.
En e s te  a p a r ta d o  se a n a l i z a h  casos p a r t  i eu I a re s  de r e o r d e n a c i ones 
por i n t e r v a l o s  de R^ de los t ip o s  expuestos  en 4 . 1 . 4  en I os que se 
pueden o b te n e r  resu  I ta d o s  sob re  la  e s t r u c t u r a  de la s  ô rb i  t a s .
4 . 3 . 1 .
Tomemos dos r e o r d e n a c i ones por i n t e r v a l o s  en R, T^ : S ,
sea S = S, X S;
e s ta s  c o n d ic io n e s :
y T , X Tg = f  :
i )  Si X - ( X f . x g )  € S es ta l  que X f  y  x ^  son elementos 
periôd icos respect i vamente para T f  y para T ^ ,  entonces x  es 
p eriôd ico  para f ,  y su perTodo es e l m.c.m. de los perTodos de Xf y 
x ^ .
i i )  Si X es p e riô d ic o  para Tf . S ^  es conexo y  es 
re g u la r  y a c T d ic a  :
v y (x )  -  ( p r f ) - f ( u r  ( Xf ) )
1
Donde pr^ es la  proyecc i ôn sobre  e l  e j e  h o r i z o n t a l .  Como wy ( x , )  es
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p o r  h i p ô t e s i s  un  c o n j u n t o  f i n i  t o ,  W f ( x )  s e  c o m p o n e  d e  un  
f i n i  t o  d e  s e g m e n t e s  c o p i a s  v e r t i c a l e s  d e  S .
n û m e r o
El p r im e r  r e s u l t a d o  es é v i d e n t e .  El segundo se o bt  i ene ot»servando  
que s i  X f  es p e r i ô d i c o  de p e r  i odo K , es una re o rd e na c  iôn po r
i n t e r v a l o s  en r e g u l a r  y a c T c l i c a ,  y como Sg con sta  de una soJa  
componente conexa, m in im a l .  Si yf  = Tf P( Xf )  e yg = TgP( xg)  tomando 
z = f  P (x )  = (y  f , yg) . como f" * (  ( z )  :  ( y i  .Tg"*'^(y) ) , se rJ  W fK (z)  = ( y ^ l  
X « j jK (yg )  = I y f ) X Sg, y como W fK (z )  C W f ( x ) ,  leneatos que cada  
2
I T f P ( X f ) )  X Sg, e s ta  i ne Iu  i do en W f ( x ) .  La in c l u s iô n  c o n t r a r i a ,  ea  
t r  i V i a I . H
4 . 3 . 2 .
Consi deramos aho ra  una r e o r d e n a c iô n  po r  i n t e r v a l  os T : 8 f  ■ » 8 f ,
donde S f  es un in t e r v a  Io r e a l  semi c e r r a d o ,  y suponemoa Tf r e g u l a r  y 
a c f c l i c a ,  s ie n d o  ( 1, 1 i i i n ,  l a  fami l i a  de componentes
is o m ë t r ic a s  de T ,  y sea ( T ; ] ,  i i i < n, una f  ami I i a de i n t e r c M t -
b i  os de i n t e r v a l o s ,  T j : Sg ------- ► Sg, donde Sg es  e l  i n t e r v a l o  ( O ,  h)
y T f es p a r a  cada i un i n te rcam d  i o de dos i n t e r v a l o s  semi c e rr a d o s  
de lo n g i tu d e s  l - a ^  y Oj . Nos proponemos c I as i f  io a r -J  a -re o rde n a c iô n  
p o r  in te rv a l -o s  f  en 5 o b t e n id a  p or  p ro d u c to  m ix to  de T por l a
fami I i  a ( T j 1. ( v e r  i v de 4 . 1 . 4  y f i g  4 . 6  ) .  Equi v a le n te m e n te ,
s i  an ad i mos su ex trem o  s u p e r i o r  a G | e id e n t i f i c a m o s  ambos e x t r e -  
mos, o b te n ie n d o  un c T r c u lo  S '  f y hacemos l o - p r o p i o  con Sg obtanien»-  
do un c î r c u l o  S ' g ,  f  d e f i n e  una re o rd e n a c  iôn p or  i n t e r v a l o s  en un
to r o  S' = S ' f x S ' g  ( v e r  4 . 1 . 3  ) ,  que c o n s is te  en c o r t a r  a i  t o r e  en
ro d a j  as por p ian o s  n orm ales  a l  e j e  de I to r o  e  in t e r c a m b ia r  e s ta s  
ro d a j  as de p o s ic iô n  r e l a t i v a ,  g ir a n d o  ademës cada una con un Sngulo  
a r b i t r a r i o  . Por r e s u l t a r  mas cômodo e s te  segundo m od eIo , cuya  
d in â m ic a  es é q u i v a le n t e  a la  d e I  p r im e r o ,  haremos e l  e s tu d io  en  e l
1
J l ^ 2 J 3 . J4
f i g  4 . 6
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t o r o .  L a  v e n t a j a  e s  l a  s i m p l i c i d a d  d e  l a  e x p r è s  i 6 n a n a I T t I c a  d e  f .  
S i  X = ( X f . x g )  e s  un p u n t o  c u a l q u i e r a  d e  S '  t a  I q u e  Xg € J  j , 
e n t o n c e s  :
f ( X f . x g )  = ( T ( X f ) . x g  ♦ d j ) 
y a  q u e  T j  e s  un g i r o  d e  â n g u l o  a  j en  S ' g.
S e a  a h o r a  x = ( X f . x g )  e y f  € S ' f .  P r o b a r e m o s  p r i m e r o :
i )  U f ( x )  n  t Y f l  X s - 2  /  /
Como ambos c o n j u n t o s  s o n  c o m p a c t o s ,  s i  t u v i e r a n  i n t e r s e c c  i 6 n v a c i a  
s u d i s t a n c i a  s e r î a  p o s i t i v a .  P e r o  s i  e > O,  e n  l a  b o l a  c e r r a d a  
Bg ( y  f ) d e b e  h a b e r  i n f i n i t é s  p u n t o s  d e  l a  f o r m a  T*^ ( x f ) , d e b i d o  a 
q u e ,  s e g û n  l a s  h i p ô t e s i s  h e c h a s  s o b r e  T ,  e s t e  i n t e r c a m b  i o d e  i n t e r ­
v a l  o e s  m i n i m a l .  E I I o  s i g n i f i c a  q u e  e n  e l  c o n j u n t o  c o m p a c t e
B g ( y  f ) X S ' g  d e b e  h a b e r  un  v a l o r  d e  a d h e r e n c  i a z  p a r a  l a  s u c e s  i ô n
d e  l o s  f * ^ ( x )  q u e  p e r t e n e c e n  a d i c h o  c o n j u n t o  , y z  e s  un p u n t o  d e  
W f ( X )  t a l  q u e  d ( z ,  ( y f ) x S ' g )  i e .  E s t a  c o n t r a d i  c c i ô n  p r u e b a  e l  
r e s u  I t a d o . g
S e a  a h o r a  x '  € ( x )  O ( X f J  x S ' g ,  x '  = ( X f . x ' g ) .  E n t o n c e s ,  s i  8 =
x ' g -  Xg s e  t i e n e  p a r a  t o d o  z  = ( x , , z g ) :
i i )  ( X f , Z 2  *  0)  € U f ( z )
P a r a  p r o b a r  I o , t ome mo s  u n a  f a m i l i a  de  b o l a s  ( V j ) ,  s i e n d o  V j u n a  
b e t a  c e n t r a d a  e n  x ' , y de  r a d i o  1 / i ,  p a r a  t o d o  i € N.  En c a d a  u n a  de  
e I I a s  p o d e mo s  e n c o n t r a r  un e I emen t o  t j  = f * ^ i ( x )  . O b s e r v e m o s  a d e m â s
q u e  e n  g e n e r a l ,  s i  p a r a  1 i j  î p e s  f - i “ ^ ( X f )  6 . s e r â  :
j
p
f P C X f . Z g )  = ( T P ( X f ) . Z g  ♦ g ) , g =E Om
1 j
p o r  l o  q u e  s i  p r g  r e p r é s e n t a  l a  p r o y e c c  i ôn  s o b r e  l a  s e g u n d a  c o o r -  
d e n a d a :
p r g # f P ( X f , z g )  = z g  t  g
S i e n d o  a d e mâ s  g i n d e p e n d  i e n t e  de  z g .  S e a  a h o r a  g j e l  v a l o r  d e  g 
c o r r e s p o n d i e n t e  a p = k j . Como l a  s u c e s  i ô n  t , c o n v e r g e  a x '  . l a
s u c e s  i ôn  p r g # f * <  i ( z )  = xg g j  d e b e  c o n v e r g e r  a p r g  ( x '  ) = x^ g, de
d o n d e  g j c o n v e r g e r â  a x ' g -  x g  = g.  E s t o  s i g n i f i e s  q u e  p r g f * < i ( z )  =
z ^  ♦ 9.1 c o n v e r g e r â  a z ^  ♦ g . g
S u p o n g am o s  a h o r a  q u e  x f p e r t e n e c e  a l  c o n j u n t o  :
(B
0 = S ,  -  U f - ' ( X ( T ) )
O l o  q u e  e s  é q u i v a l e n t e ,  T*^ e s  c o n t i n u a  e n  x f p a r a  t o d o  k  € N .  S e a
t o i
a d e ma s  y = ( X f . y g )  y x '  y g como e n  e l  c a s o  anter io r .  E n t o n c e s :
i i i )  (X f.yg * n0) € u.f(y) V n € M
B a s t a  o b s e r v a r  q u e  e s  c o n t i n u a  e n  c a d a  p u n t o  d e  ( x j |  x S ' g ,  y a  
q u e  p r f y  p r g « f * <  s o n  a m b as  c o n t i n u a s  ( l a  p r i m e r a  s e  e s c r i b e  
t a m b i ë n  T * ^ # p r , , y e s  s i e m p r e  c o n t i n u a  e n  x  y l a  s e g u n d a  s e  
e s c r i b e  g e p r g ,  d o n d e  g e s  u n  g i r o ,  y e s  c o n t i n u e  e n  t o d o  S 2 '  ) .
S a be mo s  q u e  z  = ( x 1 , y 2  g )  € W f ( y ) p o r  i i ) ,  p e r o  como « s
c o n t i n u a  e n  z .  W f ( z )  C W f ( y ) , y a p l i c a n d o  i i )  a z ,  o b t e n e m o s  q u e  
( X f , y g  *  2g )  € w y ( z )  C W f ( y ) . I n d u c t  i v a m e n t e , s e  c o n s i g u e  e t
r e s u l t a d o .  g
S u p o n g a m o s  a h o r a  q u e  x = ( X f . x g )  c u a l q u i e r a  y s e a n  X f  € 0 ,  e  y  = 
( y i . y a )  € W f ( x ) .  S e a n  X '  y  g  como e n  i i ) .  E n t o n c e s  :
ix )  (Y f.yg * nP) € t ^ ( x ) , n € M
S e a  ( t j  J u n a  s u c e s  i 6 n t a l  q u e  t j  = f *  i ( x )  , 1 €  M, y  t  j —  ■ » y_,
s u c e s i ô n  q u e  s a b e m o s  e x i s t e  p o r  s e r  y  € W f ( x ) .  C o n s i d e r e m o s  l a
s u c e s  i ô n  ( S j  1,  d o n d e  s  j s i ( x '  ) , i  € N .  S a b e m o s  - que  ^  j s
( T ^ i ( X f ) , Xg ♦ g j ) —  v e r  i i )  — , d o n d e  l a  p r i m e r a  c e o r d e n a d a  t i e n d e
a y f , y l a  s e g u n d a  a y g ,  p a r a  l o  q u e  g j  d e b e  t e n d e r  a  y g  -  x g .  E s t o
s i g n i f i c a  q u e  s j = ( T ^ i ( X f ) , x g  *  g  + 9 f ) ,  y  p o r  c o n s i g u i  e n t e  ,
S j  -------► ( y f . y g  ♦ g ) .  E s t e  u l t i m o  p u n t o  p e r t e n e c e  a  w ^ ( x ' ) ,  y p o r  l a
c o n t i n u i d a d  d e  f ^  e n  x '  y  K ,  p e r t e n e c e  t a m b i ë n  a W f ( x ) .
R e e m p I a z a n d o  x p o r  x '  e n  e l  r a z o n a m i e n t o , s e  o b t e n d r î a  e l  r e s u l t a d o  
p a r a  ( y  . y ^  * 2g ) , y s u c e s i v a m e n t e  p a r a  c u a l q u i e r  n g
P r o b a r e m o s  a h o r a  e l  r e s u l t a d o  f i n a l .
V) f  es minimal, o bien para todo x € S*, *»f(x) es un
conjunto de medida nui a.
P a r a  d e m o s t r a r I o , t oma mo s  e n  p r i m e r  l u g a r  x f € O.  C o n s i d é r â m e s  
c u a l q u i e r  x = ( X f , x g )  y e l  c o n j u n t o  w = W f ( x )  O ( X f )  x S ' g ,  s i e n d o
W X p p o r  i ) .  S e a  g  = i n f ( x - y ,  y € W -  x ) .  P u e d e n  - d a r s e  d o s
a l t e r n a t i v e s  e x c l u y e n t e s .  L a  p r i m e r a  e s  q u e  m = O.  L a  s e g u n d a  e s  
q u e  m s e a  un n û m e r o  r a c i o n a l  no  nu  I o . No p u e d e  s e r  g on n u m é r o  
i r r a c i o n a l ,  p o r q u e  s e g û n  i i i ) ,  t o d o s  l o s  ( x f , x g  ♦ k g )  e s t a r î a n  en  
W. A h o r a  b i e n ,  p o r  e l  t e o r e m a  d e  K r o n e c k e r , e s o s  p u n t o s  so n  d e n s o s  
en  w,  y m s e r î a  nu I o . Ve amo s  q u e  s u c e d e  e n  l o s  d o s  c a s o s  p o s i b l e s :
a )  S i  m = O,  d e b e  s e r  W = ( X f )  x S ' g .  y a  q u e  j>o demos  
e n c o n t r a r  p u n t o s  x '  € W t a i e s  q u e  g ' =  x -  x '  s e a  l o  s u f i c i e n t e m e n t e  
p e q u e ô o  p a r a  q u e  l o s  ( X f . x g  k g ' )  p e n e t r e n  e n  c u a l q u i e r  a b i e r t o  de  
C x f l  X S ' g ,  y d i c h o s  p u n t o s  p e r t e n e c e n  a W.  A s î  W d e n s o  e n  ( X f ) x S ' g  
y ambos c o n j u n t o s  c o  i n e  i d e n . U t i l i z a n d o  i i )  s e  d e d u c e  a de mâ s  q u e  
e s t o  s u c e d e  i n d e p e n d i e n t e m e n t e  d e l  v a l o r  d e  x g .  No s o l o  e s t o ,  s i n o  
q u e  a d e m â s ,  s i  y f € 0 ,  U f ( x )  O ( y f )  x S ' g  e s  d e n s o  e n  ( y f )  n  S ' g ,  
y a  q u e  e n  e s t e  c o n j u n t o  h a y  a l g û n  y = ( y f . y g )  € U f ( x ) ,  y  a p l i c a n d o  
e l  r e s u l t a d o  i v )  s e  o b t i e n e  e l  r e s u l t a d o .
P r o b a r e m o s  a h o r a  q u e  p a r a  c u a l q u i e r  z C S ' , W f ( z )  = S ' . En ( x f ) x
1 02
S '  2 d e b e  h a b e r  p u n t o s  d e  W f ( z ) ,  s e g û n  i ) .  S e a  x u n o  d e  e l l o s .  
S a be mo s  q u e  W f ( x )  n  { x , J  x S ' 2 e s  d e n s o  e n  ( x , )  x S ' g  P o r  l a  
h i p ô t e s i s  h e c h a  e n  e l  c a s o  a )  q u e  n o s  o c u p a .  S i  t om a mo s  un  a b i e r t o  
U c u a l q u i e r a  d e  S ' ,  e n  U h a y  p u n t o s  y = ( y , , y g )  d o n d e  y f € D,  p o r  
s e r  D d e n s o  e n  S ' f ,  y s e g û n  s e  h a  s e f i a l a d o  mas arr iba ,  U f ( x )  n
( y f ) x S ' g  e s  d e n s o  e n  ( y f ) x S ' g .  P o r  t a n t o  U f ( x )  n U X 0 .  P e r o  como
X f  € 0 , t a m b i ë n  U f ( x )  C W f ( z ) ,  d e  d o n d e  Wf  ( z )  n U /  if, y q u e d a  
p r o b a d a  l a  d e n s i d a d  e n  e l  c a s o  a ) .
b )  m = g ,  d o n d e  g e s  r a c i o n a l  no nu  I o . Es  c l a r o  ,
a p l i c a n d o  i i i )  , q u e  u i f ( x )  A  ( X f )  x S ' g  c o n s t a  d e  p u n t o s  a i s I a d o s ,
d o s  c o n s e c u t  i v o s  d e  l o s  c u a l e s  s e  d i f e r e n c  i an e n  g ,  y e s t o  s u c e d e  
c o n  i n d e p e n d e n c i a  d e  I p u n t o  x e I  e g  i do  e n  ( X f )  x S ' g .  A p l i c a n d o  i v )  
s e  o b t i e n s  q u e  p a s a  l o  m i s mo  c o n  t o d o s  l o s  W f ( x )  n  ( y f |  x S ' g  c o n  
y f € 0 .  P e r o  s i  z  n o  p e r t e n e c e  a D,  p a r a  un K f i n i  t o ,  x = f * ^ ( z )  €
D,  y s e g û n  v i ) d e  2 . 6 . 1  , W f ( z )  = W f ( x ) . P o r  t a n t o  , p a r a  c u a l q u i e r  
z  d e  S ' ,  e l  c o n j u n t o  W f ( z )  t i e n e  m e d i d a  n u l a ,  p o r  t e n e r  s u s  s e c -  
c i o n e s  v e r t i c a l e s  c a r d i n a l  f i n i t o ,  e x c e p t o  t a  I v e z  u n a  c a n t  i d a d  
n u m e r a b l e  d e  e i I  a s  —  l a s  c o r r e s p o n d  i e n t e s  a p u n t o s  d e  a b c  i s a  y f 
n o  p e r t e n e c i e n t e  a D ,— . g
Con el ' . l o  c o n c l u y e  l a  c I a s  i f  i c a c  i ôn  d e  e s t e  t i p o  d e  t r a n s f o r m é e  i o n e s  
d e l  t o r o .
4 . 3 . 2 .  A I g u n a s  d e f  i n i c i o n e s .
A n t e s  d e  p r o s e g u i r ,  r e c o r d a m o s  a I g u n a s  d e f  i n i c i o n e s  c l â s i c a s  en  
t e o r î a  e r g ô d i c a ,  e i n t r o d u c  imos e l  c o n c e p t o  d e  a u t o m o r f  i smo s e m i -  
m e z c l a d o r .
i )  DefiniciSn de ap!icaciôn ergôdica. S e a  ( X , H , m )  un
. e s p a c i o  d e  p r o b a b i I i d a d ,  y  s e a  T  : X -------► x  u n a  a p i i c a c i ô n  m e d i b l e
q u e  p r é s e r v a  l a  m e d i d a  ( t a l  q u e  p a r a  t o d o  A € a  e s  u ( T " ' ( A ) )  =
p ( A )  ) .  Se  d i c e  q u e  T  e s  e r g ô d i c a  s i  c a d a  A € a  i n v a r i a n t e  p o r  T
( t a l  q u e  l a  u ( A  A T " 1 ( A ) ) = O.  ) v e r i f i c a  p ( A )  = O o p ( A )  = 1.
i i )  Definiciôn de automorf i smo mezdador. S e a  ( X , a ,  p)
un e s p a c i o  de  p r o b a b i  l i t a d  y T : X ------- ► X un a u t o m o r f i s m o  ( e s
d e c i r ,  q u e  p r é s e r v a  l a  m e d i d a ,  y e s  i n v e r t i b l e ,  e n  e l  s e n t  i do  d e  
q u e  e x i s t e  S : X — — ► X m e d i b l e  t a  I q u e  p a r a  c a s  i t o d o  x e s  T * S ( x )
= X y S * T ( x )  = X ) . Se d i c e  q u e  T  e s  m e z d a d o r  s i  p a r a  t o d o s  l o s
A , B  € a ,  s e  v e r i f i c a  p ( T " " ( A )  A B )  ► p ( A ) . p ( B )  c u a n d o  n  ë œ.
E s  f â c i l  c o m p r o b a r  q u e  s i  T  e s  m e z d a d o r ,  e s  e r g ô d i c o ,  y a  q u e  s i  A 
e s  i n v a r i a n t e ,  p a r a  t o d o  n e s  p (  T " " ( A )  A A ) = p ( A ) , p o r  l o  q u e  
s e  t e n d r a  p ( A)  = ( p  ( A )  ) ^ ,  y  d e b e  s e r  p ( A )  = O o p ( A )  = 1 .
S i n  e m b a r g o ,  s i  S e s  e l  c T r c u l o  y T ;  S ■ — S e s  T ( x )  = x  ♦ a  c o n
a  i r r a c i o n a l ,  T  e s  e r g ô d i c o  y  no  e s  m e z d a d o r .
I n t r o d u c i r e m o s  a qu T  u n a  p r o p i  e d a d  i n t e r m e d i a  e n t r e  e s t a s  d o s :
i i i )  D e fin ic iô n  de autom orf ismo sem im ezdador. S e a
( X . a . p )  un e s p a c i o  de  p r o b a b i l i d a d  y T  un a u t o m o r f i s m o  e n  ë I  .
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Dec  I m o s  q u e  T  e s  s e m i m e z c I a d o r  s i  V  A , B  € a  c o n  u ( A ) , p ( B )  > O,  
e x i s t e  o q  t a l  q u e  n > n@ : >  p (  T " " ( A J  A  B )  > 0 .
N o t a  E x i s t e  y a  ( v e r  r e f .  [ M l )  ) e l  c o n c e p t o  -de a u t o m o r f i s m o
d ë b i  I m e n t e  m e z d a d o r .  L a  c o n d i c i ô n  e x - i g i d a  e s  :
n -  1
I im l / n  I E P ( T - ' ( A )  A B)  -  p ( A ) . p ( B )  I 
i : 0
L a  c o n s e c u e n c  i a d e  l a  c o n d i c i ô n  d e  e r g o d i c i d a d ,  e s  l a  p r o p o r c i o r t a -  
I i  d a d  e n t r e  l a  p o r c i ô n  d e  ô r b i t a  d e  c a d a  e l e m e n t o  q u e  y a c e  e n  un  
c o n j u n t o  y l a  m e d i d a  d e I  m i s m o .  L a  c o n s e c u e n c i a  d e  l a  c o n d i c i ô n  d e  
m e z d a d o r  e s  l a  d i s t r i  b u e  i ô n  u n i f o r m e  d e  l o s  e l e m e n t o s  d e  un c o n ­
j u n t o  A en t o d o  e l  e s p a c i o  p o r  l a s  i t e r a c  i o n e s  d e  T .  L a  c o n d i c i ô n  
d e  s e m i m e z d a d o r  s i g n i f i c a  q u e  l o s  c o n j u n t o s  d e b e n  d i s t r i b u i r s e  
p o r  t o d o  e l  e s p a c i o ,  a u n q u e  n o  n e c e s a r i a m e n t e  d e  f o r m a  u n i f o r m e .  Es  
é v i d e n t e  q u e  s i  T  e s  m e z d a d o r ,  e s  s e m i m e z c l  a d o r . T a m b i ô n  s e  v e  
f  a c  i I m e n t e  q u e  s i  T  e s  s e m i m e z d a d o r  e s  e r g ô d i c o ,  y a  q u e  s i  A e s  u n  
c o n j u n t o  i n v a r i a n t e  c o n  p ( A )  X 1 , 0 ,  l o s  c o n j u n t o s  A y f l s X - A n o  
v e r i f i c a n  l a  c o n d i c i ô n  e x  i g i d a  e n  4 a  d e f i n i c i ô n  i i i ) .  S i n  e m b a r g o  
e l  e j e m p l o  d a d o  mâs  a r r i b a  p a r a  p r o b a r  q u e  e x i s t e n  a u t o m o r f i s m o s  
e r g ô d i c o s  no  m e z c I  a d o r e s . p r u e b a  q u e  e x i s t e n  a u t o m o r f i s m o s  e r g ô d i -  
c o s  no  s e m i m e z c l a d o r e s .
* . 3 . 3 .
P r o b a r e m o s  a quT u n a  p r o p i e d a d  i n t e r e s a n t e  d e  4 a s  r e o r d e n a c i o n e s  p o r  
i n t e r v a l o s  s e m i m e z c l a d o r a s .  S u p o n g a m o s  q u e  K = ( K j l ,  i € N , e s  u n a  
s u c e s  i ôn  e s t r i c t a m e n t e  c r e c  i e n t e  d e  n u m é r o s  n a t u r a i  e s . S e a  f  u n a  
r e o r d e n a c i ô n  de  i n t e r v a l o s  e n  S .  D e f i n i mos  p a r a  c u a l q u i e r  x d e  S:
(9 CD
= A  u f * < i ( x )  
n =0 I = n
A f i r m a m o s  e n t o n c e s  q u e  s i f  e s  un a u t o m o r f  i s m o  s e m i m e z d a d o r  en S,  
S ie n d o  a q u î  p la  m e d id a  L e b e s g u e  n o r m a l i  z a d a , s e  v e r i f i c a :
i )  p 1 X  € S : U f  | ^ ( x )  X S i = O.
L l a m e m o s  A a l  c o n j u n t o  e n c e r r a d o  e n t r e  l a s  M a v e s .  S i x  € A . 
p o d e m o s  e n c o n t r a r  un y € S t a  I q u e  y n o  e s t â  e n  Wf  ^ ( x ) . y p o r
c o n s i g u i  e n t e  un e n t o r n o  d e  y , Vy  . e n  e I  q u e  n o  h a y  p u n t o s  d e  l a  
f o r m a  f * ^ i ( x ) .  S i  c o n s  i d e r a m o s  u n a  b a s e  n u m e r a b l e  ( Bj  I d e  t a
t o p o l o g T a  u s u a l  en  S,  p o d e m o s  e n c o n t r a r  c i e r t o  B^ d e  d i c h a  b a s e  
i n e  I u  i do e n  V y .  E s t o  p r u e b a  q u e  s i  A^ e s  e l  c o n j u n t o  d e  l o s  p u n t o s
X de  S t a i e s  q u e  n i n g û n  f ^ ' i ( x )  e s t â  e n  B ^ ,  e n t o n c e s  A = U Ap ( l a
i n c l u s i ô n  U Ap C A e s  é v i d e n t e  ) .  E l  c o n j u n t o  Ap  e s  m e d i b l e .  p o r q u e  
s e  p u e d e  e s c r i b i r :
A p  = S -  U f - »< i  ( B p )
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S i e n d o  f  ' ( 8 p )  m e d i b l e  p o r  s e r  f  u n a  r e o r d e n a c i ô n  p o r  i n t e r v a ­
l o s .  E s t o  p r u e b a  q u e  A t a m b i ô n  e s  m e d i b l e .  A d e m â s  p ( A p )  = O p a r a  
t o d o  n ,  y a  q u e  e n  c a s o  c o n t r a r i o  e n t r a r T a m o s  e n  c o n t r a d i c c i ô n  c o n  
l a  h i p ô t e s i s . h e c h a  d e  q u e  f  e s  un a u t o m o r f  i smo s e m i m e z c I a d o r . En  
e f e c t o  s i  Ap t i e n e  m e d i d a  p o s i t i v a ,  d e b e  e x i s t i r  un  o q  t a l  q u e  s i  
i > n <5 s e a  p ( f “ ' ( 8 p )  n A p)  > O,  l o  q u e  e x i g e  e n  p a r t i c u l a r  q u e  s e a  
f ' ( B p )  n  Ap X X . S i n  e m b a r g o  l a  s u c e s  i ôn  K  t o m a  v a l  o r e s  k j  
a r b i t r a r i a m e n t e  g r a n d e s  ( p o r  s e r  e s t r i c t a m e n t e  c r e c  i e n t e  ) ,  y 
s a b e m o s  q u e  p a r a  c u a l q u i e r  i e s  Ap O f " * < i { B p )  = X-  P o r  t a n t o  An 
t i e n e  m e d i d a  n u l a ,  y  c o n s i g u i e n t e m e n t e  A t a m b i ô n . g
4 . 3 . 4 .
Con e l  r e s u l t a d o  d e  I p u n t o  a n t e r i o r  s e  p u e d e  p r o b a r  e l  s i g u  i e n t e  
r e s u l t a d o ;
i )  S i fg  es una reordenaciôn por in te rv a  i os semimezc i ado­
ra  en' Sg y  f f  es una reordenaciôn por in te rv a lo s  m inimal en S f,
entonces f  = P fX fg  es casi minimal en S -  SfXSg (  es d e c ir  , para
casi todo X € S es U f(x )  = S ) .
Tomemos  un y = ( y  f , y g )  c u a l q u i e r a  de  S ,  y s e a  x f € Sf  . C omo f f  e s  
m i n i m a l ,  e x i s t e  u n a  s u c e s  i ô n  k  = ( K i ) e s t r i c t a m e n t e  c r e c  i e n t e  t a  I
q u e  f f * ^ » ( X f )  -------► y f . P a r a  c a s  i t o d o s  l o s  x g  € Sg s e  v e r i f i c a
W f ^ n ( x g )  = S g ,  y  e n  p a r t i c u l a r ,  q u e  y g  e s  v a l o r  d e  a d h e r e n c  i a d e  l a  
s ù c e s i ô n  f  2*  ^ ' ( x g )  , y p o r  t a n t o ,  p a r a  c a s  i t o d o s  l o s  ( X f , x g )  € 
( X f ) x S g  , ( y  1 , / 2 )  e s  v a l o r  d e  a d h e r e n c  i a d e  Wf  . x g ) , e  y €
U f ( X f , x g ) .  E l  c o n j u n t o  d e  p u n t o s  x d e  S t a i e s  q u e  y no p e r t e n e c e  a 
W f ( X )  t i e n e  m e d i d a  n u l a ,  p o r  t e n e r  m e d i d a  n u l a  t o d a s  s u s  s e c c  i o n e s  
v e r t  i c a I  e s .
C o n s  i d e r e m o s  e l  c o n j u n t o  A d e  l o s  x € S t a i e s  q u e  u > f ( x )  X S .  P a r a  
c a d a  X d e  S h a y  un Bp p e r t e n e c  i e n t e  a u n a  b a s e  n u m e r a b l e  d e
a b i e r t o s  ( Bp J t a l  q u e  Bp n  W f ( x )  = X . ( b a s t a  t o m a r  un Bp
i n e  I u  i do  e n  e l  a b i e r t o  S -  W f ( x )  ) .  A s e  p o n e  como un  i ô n  de
c o n j u n t o s  Ap = ( x € S : Bp O U f ( x )  = X ) •  P e r o  s i  s e I e c c i o n a m o s  en
Ap un p u n t o  y p ,  Ap C Cp = ( x € S : y p  n  W f ( x )  = X ) ,  y s a b e m o s  p o r
l o  d i c h o  a r r i b a  q u e  u ( C  ) = O,  d e  d o n d e  p ( A  ) = O,  y p ( A )  = O . B
n n ■
E l  r e s u l t a d o  a n t e r i o r  p u e d e  s e r  u t i l i z a d o  e n  d o s  d i r e c c  i o n e s  ; B i e n  
p a r a  p r o b a r  l a  m i n i m a l i d a d  d e  r e o r d e n a c  i o n e s  p o r  i n t e r v a l o s  e n  
o b t e n i d a s  p o r  p r o d u c t o  c a r t e s  i a n o , s i  s e  c o n s i g u e  p r o b a r  q u e  l o s  
f a c t o r e s  c u m p l e n  l a  h i p ô t e s i s ,  o b i e n  p a r a  p r o b a r  q u e  u n a  
r e o r d e n a c i ô n  p o r  i n t e r v a l o s  n o  t i e n e  l a  p r o p  i e d a d  s e m i m e z c I  a d o r a . 
En p a r t i c u l a r  s e  o b t i e n s  e l  s  i gu i e n t e  r e s u l t a d o :
i i )  Una condiciôn s u f ic ie n te  para que una reordenaciôn  
por in te rv a lo s  f  no sea semimezcladora ( n i por consigu iente  mez- 
ciadora )  es que f  x f  no sea casi m inim al.
Es c o n s e c u e n c i a  i n m e d i a t a  d e  l a  a n t e r i o r .  E s t o  h a c e  p a r t i e u  I a r m e n t e  
i n t e r e s a n t e  e l  e s t u d i o  d e  l a s  r e o r d e n a c i o n e s  p o r  i n t e r v a l o s  f x f . 
c o n  v i s t a s  a l a  s o  l u e i ô n  d e l  p r o b I e m a  d e  l a  d e t e r m i n a c i ô n  d e  s i  f
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es mezc I adora o no, prob I ema para el que, hasta donde sabemos. no 
hay respuesta. Un resultado que se puede probar. es el si gui ente:
i i i }  S i  f  e s  u n a  r e o r d e n a c iô n  p o r  i n t e r v a l o s  m in im a l e n  
S f ,  y  g  e s  l a  r e o r d e n a c iô n  p o r  i n t e r v a l o s  - f x f  e n  S s S g x S f, e l  
c o n ju n to :
A s i  K €  S : m g (x )  X  S  /
£ s  d e n so  e n  S .
Para probar lo. llamemos Tp grSfieo de la reordenaciôn por
intervalos f f " : Sf  P Sf. Tomemos un punto x C Tp. Tal punto
tendra coordenadas (Xf,f"(X f). y su imagen por g tendri coordenadas 
(f (Xf ) ,  ^(Xf ) ) . lo que significa que tambiôn es un punto de Tp.
Como Tp es un iôn fin i ta de segmentes, no puede ser densa en S. y
Wf(x) esta incluido en la adherenc i a de 6n, queda probado que Wf(x) 
X S, y Tp C A. Solo resta probar que U Tp es denso en S. Esto es 
c i erto , porque si x = (Xf.xg) € S, por la minimaUdad de f podemos 
encontrar un K tal que f*^(Xf) esté arbi trar i amente prôxino a Kg, y 
por tanto el punto (Xf.f'^(Xf) € esta arbi trar i amente prôximo a 
x .|
N o t a  S e ô a l e m o s  a d e m ô s  q u e  s i  f  e s  r e g u l a r  y x s (Xf.xg) € T p ,  
Wg ( x )  c o i n c i d e  c o n  l a  a d h e r e n c  i a  d e  T p  . p o r q u e  f * *  s e r ô  u n a  r c o i —  
d e n a c i ô n  p o r  i n t e r v a I o s , p o r  l o  q u e  g r S f i c o  n o  p u e d e  t e n e r  p u n t o s  
a i  s i  a d o s .  Un e n t o r n o  U d e  un  p u n t o  y d e  a d h e r e n c  i a a l  g r i f i c o ,  l o
c o r t a  e n  c i e r t o  s e g m e n t o  s n o  r e d u c i d o  a  u n  p u n t o  . S i  s '  e s  l a
p r o y e c c  i ô n  d e  s s o b r e  e l  e j e  h o r i z o n t a l .  p o r  l a  m i n i m a l  i d a d  d e  f
po d e m o s  e n c o n t r a r  K > n t a l  q u e  f  *  ( x f ) € s ' ,  e l  p u n t o
( f * ^ ( X f  ) , f ‘^ * ' ' ( X f  ) )  € s  C U e s  u n  p u n t o  d e  P p .
No obstante, M( U Tp ) = O, ya que cada Tp tiene medida nula.
En las fig. 4.7 y 4.8 se muestra el grifico de una r . i.  y el 
grâfico de su iterada 100.000., obtenidos por computador mediants 
esta idea : Con un programs que sirve para itersr f x f .  se busean
respect i vamente puntos de coordenadas (x,f*^(x) ) con K % I y K = 10® 
y luego se itéra I a f x f de ese punto hasta que cubre densamente 






f i g  4 . 7
f i g  4 . 8
1 0 7
4. 4 . B IL L A R E S  D E P O L IG O N A LE S  D E ANGULOS I  RRAC IO N A L E S .
E n  e s t e  a p a r t a d o  s e  m u e s t r a  como p u e d e  c o n s t r u i r s e  un e s p a c i o  d e  
f a s e s  p a r a  e l  e s t u d i o  d e  l o s  b i l l  a r e s  p o l i g o n a l e s  d e  i n g u l o s  
c u a l e s q u i e r a , d e  m a n e r a  q u e  l a  t r a n s f o r m a c i ô n  d e l  e s p a c i o  d e  f a s e s  
q u e  d e s c r i b e  e l  m o v i m i e n t o  d e  l a s  p a r t T c u l a s  e n  e l  b i I  I a r  t i e n e  
a l g u n a s  c a r a c t e r T s t i c a s  c o m u n e s  c o n  I a s  i s o m e t r T a s  l o c a l e s  e n  R^> 
e n ,  p a r t i c u l a r  l a  c o n s e r v a c i ô n  d e  l a  m e d i d a ,  l o  q u e  p e r m i t e  
a s e g u r a r  q u e  e s t e  t i p o  d e  b i l l  a r e s  t a m b i ô n  e s  r é c u r r e n t s .
4 . 4 . 1 .  E s p a c i o  d e  f a s e s .
A d o p t â m e s  p a r a  e l  b i I I a r  p o l i g o n a l  l a s  n o t a c  i o n e s  d e  3 . 1 . 1 .  S i  e l  
b i l l a r  n o  e s  r a c i o n a l ,  e l  n û m e r o  d e  d i f e r e n t e s  o r i e n t a c i o n e s  q u e  
p u e d e  a d o p t a r  u n a  t r a y e c t o r  i a n o  e s  f i n i  t o ,  y n o  p u e d e  s e r  r e d u c i d o  
e l  p r o b l e m s  d e l  b i l l a r  a u n a  r e o r d e n a c i ô n  p o r  i n t e r v a l o s  e n  R 
p o r  l o  q u e  p r o c e d e r e m o s  a c o n s t r u i r  un e s p a c i o  d e  f a s e s  d i f e r e n t e .
S i  dQ e s  e l  b o r d e  d e l  b i l l a r ,  q u e  p a r a  m a y o r  s i m p i  i c i d a d  s u p o n d r e -  
mos  c o n e x o ,  n u e s t r o  e s p a c i o  d e  f a s e s  e s t a r ô  f o r m a d o  p o r  e l  p r o d u c t o  
c a r t e s i  a n o  M = ôQ x ( O , w ) . C a d a  p u n t o  ( P , © )  d e  M p u e d e  s e r  i n t e i —  
p r e t a d o  como un e l e m e n t o  d e  t r a y e c t o r  i a q u e  p a r t e  d e  P y f o r m a  un  
â n g u l o  © c o n  e l  l a d o  d e  dQ a l  q u e  p e r t e n e c e  P .  P a r a  q u e  e s t é  b i e n  
d e f  i n i do  e s t e  â n g u l o ,  e s  n e c e s a r  i o o r i e n t a r  p r e v l a m e n t e  4 Q,  y a  
q u e  a h o r a  ©  n o  mi  d e  e l  â n g u l o  d e  I e l e m e n t o  d e  t r a y e c t o r  i a  c o n  u n a  
s e m i  r r e c t a  f i  j a ,  como e n  e l  c a s o  d e  l o s  b i l l  a r e s  r a c i o m a i e s ,  s i n o  
c o n  e l  I a d o  a q u e  p e r t e n e c e  P ,  q u e  d e b e  e s t e r  p o r  t a n t o  o r i  e n t a d o  . 
A t a l  f i n  b a s t a r f a  e s t a b i e c e r  un s e n t  i d o  p o s i t i v e  p a r a  e l  r e c o r r i d o  
d e  l a  p o l  i g o n a l  dQ —  e l  s e n t  i do  a n t  i h o r a r i o ,  p o r  e j e m p l o  , —  c o n  
l o  q u e  t e n d r e m o s  d e f i n i  do  un  s e n t  i d o  e n  c a d a  l a d o .  A d e mâ s ,  l o s  
â n g u l o s  q u e  f o r m a n  l o s  e l e m e n t o s  d e  t r a y e c t o r i  a  q u e  p a r t e n  d e  
p u n t o s  de  dQ h a c i a  e l  i n t e r i o r  d e  l a  m e s a  c o n  l o s  1 a d o s  d e l  b i l l a r  
o r  i e n t a d o s  d e  e s t a  m a n e r a ,  s o n  â n g u l o s  m a y o r e s  q u e  0 y  m e n o r e s  q u e  
ir,  p o r  l o  q u e  t o d o s  l o s  e l e m e n t o s  de  t r a y e c t o r  i a e a t â n  i n c l u i d o s  e n  
S.  F i n a I m e n t e  s i  t oma mo s  c a d a  u n o  d e  l o s  i  a d o s  como un s e g m e n t o  
c e r r a d o  p o r  e l  e x t r e m o  q u e  c o r r e s p o n d e  a l  o r i  g e n  ( o r i g e n  r e s p e c t o  
a l  s e n t i  d o  e I  e g  i do  en e l  l a d o  ) ,  y a b i e r t o  e n  e l  e x t r e m o  c o n t r a ­
r i o ,  c a d a  v ë r t i c e  p e r t e n e c e r â  a un  ûn i c o  l a d o ,  c o n  l o  q u e  e l  â n g u l o  
d e  l a s  t r a y e c t o r  i a s  p a r t  i e n d o  d e  l o s  v ë r t  i c e s  e s t a r â  On i c a m e n t e  
d e f i n i d o .
L a  a p i i c a c i ô n  d e  r e f l e x i ô n  r :  M  ► M s e  d e f i n e  como e n  3 . 1 . 1  ,
y h a c e  c o r r e s p o n d e r  a c a d a  e l e m e n t o  d e  t r a y e c t o r i a  s u  r e f l e j a d o  e n  
e l  l a d o  e n  q u e  i n c i d e .  I n t r o d u c i r e m o s  a h o r a  un  s i s t e m a  d e  c o o r d e n a ­
d a s  e n  S ,  p a r a  l u e g o  e s t u d i a r  l a  e x p r e s i ô n  d e  r  r e s p e c t o  a  e s t e  
s i s t e m a  d e  c o o r d e n a d a s .  S e a  ÔQ = ( I j  ) ,  1 £ i 2 m.  d o n d e  l o s  I ;
s o n  l o s  I a d o s  d e  l a  m e s a  o r d e n a d o s  s e g û n  e l  s e n t i  d o  d e  r e c o r r i d o .  
C om en z a m o s  d é f i  n i e n d o  u n a  c o o r d e n a d a  l o c a l  x ; e n  c a d a  l a d o  1 1 t a l  
q u e  X I ( P )  mi  d e  l a  d i s t a n c i a  d e l  p u n t o  P € l |  a  su o r i g e n  O j  . 
E s t a b l e c e m o s  c o o r d e n a d a s  l o c a l e s  e n  H{  s I j  x ( o , v ) ,  h a c  i e n d o  
c o r r e s p o n d e r  a c a d a  ( P , © )  € S i  e l  p u n t o  ( X { ( P ) s e n d , 9 )  d e l  p i a n o .  
E  i n a l m e n t e  s i  a ;  r e p r é s e n t a  l a  l o n g i t u d  d e  11 y  d e f i n i mo s :
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L a  a p i  I c a c i ô n  »
i - I
c j ( 0 )  = E a j . s e n ©
I  k r 2 d e f i n i d a  p o r :
» ( P , 0 )  = (  C j ( 0 )  ♦  X j ( P ) ,  0 )  V ( P . 0 )  € I j , i 1 i ! m
E s t a b l e c e  u n a  b i y e c c i S n  e n t r e  M y c i e r t a  r e g i ô n  d e  I p i a n o  S .  C a d a
s e c c i S n  dQ x ( 0 )  s e  a p i  i c a  b i y e c t i v a m e n t e  s o b r e  u n a  s e c c i & n  h o r i ­
z o n t a l  d e  S d e  l a  f o r m a  [ 0 , X@) d o n d e :
k 0  = a |  . s e n 0
E s t a  a p i i c a c i ô n  e s  c o n t i n u a  e n  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  H s a l v o  e n  l o s  
p u n t o s  d e  l a  f o r m a  ( 0 ^ , 0 ) .  T S n g a s e  en c u e n t a  q u e  dO x ( 0 )  e s
h o m e o m o r f o  a u n a  c i r c u n f e r e n c i a , [ O , e s  un  i n t e r v a l o
s e m i c e r r a d o ,  y  ( 0 < , 0 ) e l  p u n t o  p o r  d o n d e  » " r o m p e "  l a  c i r c u n f e r e n -  
c i a  p a r a  a p i i  c a r  I a s o b r e  e l  i n t e r v a l o .
P e r o  l o  i n t e r e s a n t e  d e  e s t a  c o n s t r u c c i ô n  e s  q u e  l a  b i y e c c i S n  e  
i n d u c e  s o b r e  S u n a  t r a n s f o r m a c i ô n  q u e  c o n s e r v a  l a  s u p e r f i c i e .  T a  I 
t r a n s f o r m a c i ô n  v i e n e  d e f i n i d a  p o r  f  = Tomemos  como e n  l a
f i g u r a  4 . 7  un p u n t o  ( P . 0 )  e n  I , ,  y s e a  t ( P , 0 )  = ( Q , 0 ' )  € I g S i
a i 2 e x p r e s a  e l  â n g u l o  f o r m a d o  p o r  e s t o s  d o s  I a d o s , s e  t i e n e  a ^ 2  -  ®
+ 0 '  , d e  d o n d e :
0 '  = cc 1 2 -  0 
P o r  o t r a  p a r t e ,  a l p u n t o  ( P , 0 )  l e  c o r r e s p o n d e n  c o o r d e n a d a s
( x < ( P ) s e n 0 , 0 ) , y  a l  p u n t o  t ( ( P , 0 ) )  = ( G , © ' )  l e  c o r r e s p o n d e n  c o o r d e ­
n a d a s  ( X 2 ( Q ) s e n © ' , 0 ' ) .  De l a  f i g u r a  s e  d e d u c e :
( a , - X 1 ( P ) ) / s e n © '  = X2 ( Q ) / s e n 0
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l o  q u e  s i g n i f i c a  q u e  x g ( O ) s e n 0 '  = a ^ s e n d  -  X f ( P ) s e n O .  A s T , u n  p u n t o  
d e  c o o r d e n a d a s  ( x , d )  d e  M,  s e  t r a n s f o r m a  p o r  f  e n  un  p u n t o  d e  
c o o r d e n a d a s  ( a ^ s e n O  -  x ,  a , g  -  0 ) ,  d o n d e  a^ y a ^ g  s o "  i n d e p e n d  i e n ­
t e s  d e l  p u n t o  e I  e g  i d o  e n  I , .  En g e n e r a l  un  p u n t o  ( x , 0 )  c o r r e s p o n -  
d  i e n t e  a l  l a d o  I i  q u e  s e  a p i  i c a  p o r  f  s o b r e  un  p u n t o  c o r r e s p o n d  l e n ­
t e  a l  l a d o  I j  , s e  t r a n s f o r m a  p o r  f  e n  un  p u n t o  d e  c o o r d e n a d a s  
( a ; s e n 0  -  x ,  a j j  -  0 ) .  s i e n d o  a^ y a^ j  c o n s t a n t e s  p a r a  t o d o s  l o s  
p u n t o s  e n  l a s  c i t a d a s  c o n d i c i o n e s .  E s t a  t r a n s f o r m a c i 5 n  e s  c o n t i n u a  
e n  t o d o s  l o s  p u n t o s .  s a l v o  e n  l a s  p r e i m a g e n e s  p o r  f  d e  p u n t o s  d e  S 
c o r r e s p o n d  i e n t e s  a v e r t i c e s .  F â c  i I m e n t e  s e  v e  q u e  d i  c h a s  
p r e i m â g e n e s  c o r r e s p o n d e n  a  l o s  c o n j u n t o s  i m â g e n e s  d e  u n a  c o l e c c i ô n  
f  i n  i t a  d e  c u r v a s  c o n t i n u a s ,  c u y a  u n i ô n  I I a m a r e m o s  G.  F u e r a  d e  
e l I a s ,  f  e s  d i f e r e n c i a b l e  c o n  c o n t i n u i d a d .  L a  m a t r i z  J a c o b i a n a  d e  
l a  t r a n s f o r m a c i ô n  f  e s :
a  C O S 0 • i
L o  l u e  d e m u e s t r a  q u e  f  p r é s e r v a  e l  S r e a  , y a  q u e  e l  d é t e r m i n a n t e  
d e  e s t a  m a t r i z  v a  I e  s i e m p r e  l a  un i d a d ,  y  e l  c o n j u n t o  d e  p u n t o s  de  
d i s c o n t i n u i d a d  6  t i e n e  m e d i d a  n u l a .  S i  c o n s i d e r a m o s  S como un  
e s p a c i o  d e  p r o b a b i l i d a d  c o n  l a  m e d i d a  d e  L e b e s g u e  n o r m a l i z a d a ,  f  es  
un a u t o m o r f i s m o  e n  S q u e  c o n s e r v a  l a  m e d i d a ,  y p o r  t a n t o ,  p o de mo s  
a f i r m a r  q u e ,  v e r i  f  i c â n d o s e  l a s  h i p ô t e s i s  d e l  t e o r e m a  d e  P o i n c a r é ,  
c a s  i t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  S s o n  r é c u r r e n t e s ,  e s  d e c i r  , v e r i f i c a n  
q u e  X e W f ( x ) .
P a r a  f i n a l i  z a r  e l  c a p i t u l o ,  s e n a I a m o s  l a  é v i d e n t e  a n a l o g l a  e n t r e
l o s  r e q u i s i t o s  c u m p l i d o s  p o r  f  : S -------► S y  l a  d e f i n i c i ô n  de
i s o m e t r T  a l o c a l  b i y e c t  i v a  e n  r 2 , I o  q u e  s e g û n  n u e s t r o  p u n t o  de  
v i s t a  r e a f i r m a  e l  i n t e r é s  d e  I f u t u r o  d é s a r r o i  I o  d e  l a s  t é c n i  c a s  qu e  
i n t r o d u c i m o s  e n  l o s  c a p T t u  I o s  2 ,  3 y 4 d e  e s t a  m e m o r i a .
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5 . 0 .  INTRODUCCION.
En e s t e  c a p T t u l o  s e  e s t u d i a n  c i e r t o s  a l g o r i t m o s  med i a n t e  l o s  q u e  se  
p u e d e n  g e n e r a r  c o n j u n t o s  d e  e s t r u c t u r a  f r a c t a l .
E l  p r i m e r  a p a r t a d o  d e l  c a p i t u l o  e s t â  d e s t i n a d o  a e x p o n e r  b r e v e m e n t e  
l a s  n o c  i o n e s  y r e s u  I t a d o s  d e  t e o r l a  g e o m é t r i c a  d e  l a  m e d i d a  
n e c e s a r  i o s  e n  e l  r e s t o  d e l  c a p T t u l o .
E l  s e g u n d o  a p a r t a d o  e x p o n e  un p r o c e d i m i e n t o  p a r a  l a  o b t e n c  i 6 n de
c o n j u n t o s  f r a c t a l e s  ( e n  e l  s e n t  i d o  a m p I i  o u t i l i z a d o  e n  5 . 1 . 4  )
m e d i  a n t e  s e r i e s  d e  v e c t o r e s  d e  R " . Se  a s o c i a  a c a d a  s e r  i e 
a b s o I u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e  un c o n j u n t o  c o m p a c t o ,  y  s e  d e t e r m i  n a n  l a s  
c o n d i c i o n e s  q u e  d e b e  c u m p l i r  l a  s e r  i e  p a r a  q u e  e n  s u  c o n j u n t o  
a s o c i a d o  q u e p a  e s p e r a r  p r o p  i e d a d e s  f r a c t a l e s .  Se  I I aman s e r i e s  
f r a c t a l e s  a I a s  q u e  c u m p l e n  e s t a s  c o n d i c i o n e s ,  o b t e n i é n d o s e  a d e mâ s  
u n a  a c o t a c i ô n  s u p e r i o r  p a r a  l a  d i m e n s  i 6n d e  H a u s d o r f f  d e  s u s  c o n ­
j u n t o s  a s o c i a d o s .
E l  t e r c e r  a p a r t a d o  s e  d e d i c a  a d e s a r r o I  I a r  u n  e s t u d i o  p a r t i c u l a r  
p a r a  I a s  s e r i e s  g e o m é t r  i c a s . En e l  c a s o  r e a l ,  s e  p r u e b a  q u e  l a  
c o n d i c i ô n  n e c e s a r  i a y s u f  i c i e n t e  p a r a  q u e  e l  f r a c t a l  a s o c i a d o  s e a
un c o n j u n t o  a u t o s e m e j a n t e  e s  q u e  e l  v a l o r  a b s o l u t e  d e  l a  r a z ô n  s e a
m e n o r  q u e  1/ 2 , o b t ô n  i ë n d o s e  p o r  t a n t o  l a  d i m e n s i ô n  d e  d i c h o s  
f r a c t a l e s .  En e l  c a s o  c o m p l e j o  s e  p r u e b a  l a  s u f i c i e n c i a  d e  l a  
c o n d i c i ô n .  Se  a n a l i z a n  t a m b i ë n  c o n j u n t o s  f r a c t a l e s  c a r a c t e r i z a d o s  
p o r  l a s  e x p r è s  i o n e s  d e c i m a t e s  de  s u s  e l e m e n t o s ,  e s t a b I e c i ë n d o s e  una  
i n t e r e s a n t e  c o n e x i ô n  e n t r e  d i m e n s i ô n  d e  H a u s d o r f f  y e l  n û m e r o  de  
s umas  d i f e r e n t e s  q u e  p u e d e n  s e r  o b t e n i d a s  p o r  u n a  c o l e c c i ô n  de  
n a t u r a I  e s .
El  c u a r t o  a p a r t a d o  m u e s t r a  como c a d a  f u n c i ô n  a n a J I t i c a  r e a l  o 
c o m p l e j a ,  t i e n e  a s o c  i a d a  t o d a  u n a  f a m i l i a  de  f r a c t a l e s  ( un o  p o r  
c a d a  p u n t o  de  c i e r t o s  e n t o r n o s  ) ,  q u e  a de mâ s  t e n d r â n  e n  g e n e r a l  
d i f e r e n t e s  d i mens  i o n e s  y a s p e c t o s  mu y v a r  i a d o s , como s e  m u e s t r a  en  
e l  a n ë x o  de  g r â f i c o s .  Se  o b t i e n e n  l a s  d i m en s  i o n e s  d e  d i c h o s  f r a c -  
t a l e s  p a r a  t o d a s  l a s  f u n e  i o n e s  de  l a  f o r m a  f ( x ) = ( t - x ) * P ,  p a r a  p € 
N.
F i n a I m e n t e  en e l  u l t i m o  a p a r t a d o  s e  m u e s t r a n  o t r o s  a l g o r i t m o s ,  q u e ,  
con  e s p T r i t u  p a r e c i d o  a l a s  s e r i e s  f r a c t a l e s ,  p e r m i t e n  t a m b i ë n  l a  
c o n s t r u c c i ô n  de  c o n j u n t o s  f r a c t a l e s ,  como I os  p r o d u c t o s  i n f i n i t e s ,  
f r a c c  i o n e s  c o n t i n u a s  y o t r o s  a l g o r i t m o s  q u e  p e r m i t e n  l a  
c o d i f i c a c i ô n  y o b t e n c  i ôn  g r â f i c a  d e  f r a c t a l e s  c o n o c  i d o s , como e l  
c o n j u n t o  d e  B e s i c o v i t c h  , c i e r t o s  a u t o s e m e j a n t e s  , e t c .
En e s t e  c a p i t u l o  e l  s i m b o l o  I x l s e  u t i l i z a  i n d  i s t  i n t a m e n t e  p a r a  
d i â m e t r o  s i  x e s  un c o n j u n t o  y p a r a  n o r m a  s i  e s  u n  v e c t o r .  
E s p e r a m o s  q u e  e l  c o n t e x t e  é v i t é  t o d a  p o s  i b i I i d a d  d e  c o n f u s  i ô n .
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5 .  I . D E F I N I C I O N E S  P REVI  AS.
5 . 1 . 1 .  Med i d a s  d e  H a u s d o r f f
En  1 9 1 9 ,  H a u s d o r f f  i n t r o d u j o  un s i s t e m a  d e  m e d i d a s  mas f i n o  q u e  l a  
m e d i d a  d e  L e b e s g u e ,  e n  e l  s e n t  i d o  d e  q u e  p e r m i t e  d i f e r e n c  i a r  e n t r e  
sT c o n j u n t o s  d e  muy d i f e r e n t e  n a t u r a I e z a  y p r o p  i e d a d e s  g e o m é t r i c a s  
q u e  no p u e d e n  s e r  s e p a r a d o s  p o r  l a  m e d i d a  d e  L e b e s g u e .
P a r t i m o s  de  un e s p a c i o  m é t r i c o  E y d e  un s u b c o n j u n t o  F d e  E .  
F i j a m o s  n u m é r o s  r e a l  e s  s i 0 y é > O, y c o n s  i d e r a m o s  l a  c l a s e  d e  
l o s  é - r e c u b r  i mi  e n t o s  d e  F ,  e s  d e c i r  d e  l o s  r e c u b r i m i e n t o s  d e  F p o r  
c o n j u n t o s  de  d i S m e t r o s  m e n o r e s  q u e  à. S i  I C ^ I  e x p r e s a  e l  d i â m e t r o  
d e l  c o n j u n t o  Cj  d e f  i n i m o s :
H S j ( F )  = i n f  E I C j | 3
Dond e  e l  T n f i m o  s e  t o m a  s o b r e  t o d o s  l o s  r e c u b r i m i e n t o s  de  C ^ . Como  
s i  e s  é ' <  <5, r é s u l t a  C , a l  d i s m i n u i r  é e l  î n f i m o  a u m e n t a ,
p o r  l o  q u e  :
I im H S j ( F )  = s u p  H S j ( F )
S ► 0  <J>0
E s t o  p e r m i t e  d é f i n i r :
h 3 ( F )  = I i m  H 3 j ( F )
<3— ►O
Y l a  f u n c i ô n  de  c o n j u n t o s  a s î  d e f i n i d a  e s  l a  m e d i d a  d e  H a u s d o r f f  e n  
d i m e n s ô n  s ,  o H ^ - m e d i d a .  Se t r a t a  d e  u n a  m e d i d a  e x t e r i o r  m é t r i c a ,  
e n  c u y a  o - â l g e b r a  d e  c o n j u n t o s  m e d i b l e s  e s t â n  i n c l u i d o s  t o d o s  l o s  
• c o n j u n t o s  de B o r e  I de  E . L a  r e s t r  i c c  i ôn d e  H® a d i c h a  o - â l g e b r a  e s  
u n a  m e d i d a  r e g u l a r .
5 .  1 . 2 .  D i mens i ôn  d e  H a u s d o r f f
En g e n e r a l ,  e n  e l  s e n t  i do q u e  e x p I i  camos  a c o n t i n u a c i Ô n , h S ( F )  s e r â
c e r o  o i n f i n i t e  s i  no s e  I e c c i o n a m o s  a d e c u a d a m e n t e  s .  En e f e c t o ,
e x i s t e  p a r a  c a d a  F C E un û n i c o  n û m e r o  r e a l  q u e  s e  l l a m a  d i m e n s i ô n  
H a u s d o r f f  de  F y s e  e s c r i b e  d i m ( F )  t a  I q u e  s i  s < d i m ( F ) ,  H S ( F )  = co 
y s i  s > d i m ( F ) ,  H ® ( F )  = 0 .  N a d a  s e  p u e d e  a f i r m a r  de  l a  m e d i d a  d e  
H a u s d o r f f  de  F e n  su p r o p  i a d i m e n s i ô n ,  q u e  p u e d e  s e r  c e r o ,  
i n f i n i t o ,  o un n û m e r o  p o s i t i v o .  En e s t e  u l t i m o  c a s o ,  s i  s = d i m ( F )  
s e  d I  c e  q u e  F e s  un s - c o n j u n t o .
5 i E = R"  se  v e r i f i c a :
i ) D i m ( F ) i  n
i i ) G C F => d i m ( G )  î d i m ( F )
E s  f â c i l  c o m p r o b a r  q u e  s i  E = R " , l a  m e d i d a  H a s d o r f f  e n  d i m e n s i ô n  n
e s  un mû I t i p I o  d e  l a  m e d i d a  d e  L e b e s g u e :
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H " ( F )  = c „ . L n ( F )
O o n d e  e s  l a  m e d i d a  L e b e s g u e  n - d i m e n s i o n a I  y e s  u n a  c o n s t a n t e
q u e  n o  d e p e n d s  ma s  q u e  d e  n .
No o b s t a n t e ,  e s  f r e c u e n t e  e l  c a s o  e n  q u e  F t i e n e  m e d i d a  L e b e s g u e  
n u l a  y  s i n  e m b a r g o ,  l a  m e d i d a  H a u s d o r f f  d e  F e n  s u  p r o p i  a  d i m e n s i ô n  
H a u s d o r f f  e s  p o s i t i v a .  T a I  e s  p o r  e j e m p l o  e l  c a s o  d e l  c o n j u n t o  C d e  
C a n t o r ,  q u e  t i e n e  m e d i d a  L e b e s g u e  l i n e a l  n u l a  y  c u y a  d i m e n s i ô n  d e  
H a u s d o r f f  e s  s = l o g 2 / l o g 3 ,  s i e n d o  h S ( C )  = 1 .
5 . 1 . 3 .  Hed i das de H a u s d o r f f  g en era  I I z a d a s
Un s i s t e m a  mSs f i  no  d e  m e d i d a s  p u e d e  s e r  c o n s t r u i d o  s e g O n  el
p r o c e d i m i e n t o  d e s c r i t o  p o r  R o g e r s  ( v e r  r e f .  [ R I ] ) .  E s t e
p r o c e d  i m i  e n t o  p e r m i t e  a s o c  i a r  a  c a d a  f u n c i ô n  g d e  u n a  c l a s e  muy 
a m p l i  a u n a  m e d i d a  H g .  C o n s i d é r â m e s  p a r a  e l l o  f u n e  i o n e s  g de 
v a r i a b l e  r e a l  n o  n e g a t i v a ,  c o n  g ( t )  p o s i t i v o  s i  t  es p o s i t i v o ,  
m o n ô t o n a s  c r e c i e n t e s  y c o n t i n u a s  a l a  d e r e c h a  e n  t o d o s  l o s  p u n t o s .  
M a n t e n  i e n d o  l a s  n o t a c  i o n e s  d e  5 . 1 . 1  d e f i n i m o s :
H g ( F )  = I i m  i n f  E g ( I C j I )
Ô - Ô O
D o n d e  e l  T n f i m o  s e  t o m a  s o b r e  t o d o s  l o s  ô - r e c u b r i m i  e n t o s  de  F .  L a  
f u n c i ô n  d e  c o n j u n t o s  asT d e f i n i d a  e s  u n a  m e d i d a  e x t e r i o r ,  c o n  t o d a s  
l a s  p r o p i e d a d e s  d e  l a s  m e d i d a s  u s u a l  e s  d e  H a u s d o r f f ,  q u e  no s o n
s i n o  un c a s o  p a r t i c u l a r  d e  e s t e  p r o c e s o  c u a n d o  g ( t )  = t ^ .
5 . 1 . 4 .  C o n j u n t o s  f r a c t a I  e s  a u t o s e m e j a n t e s .
L a  d e f i n i c i ô n  mâs  comûn d e  c o n j u n t o  f r a c t a l  e s  l a  p r o p u e s t a  p o r  
M a n d e l b r o t  Un c o n j u n t o  f r a c t a l  e s  a q u e I  c u y a  d i m e n s i ô n  d e
H a u s d o r f f  e s  e s t r  i c t a m e n t e  s u p e r i o r  a s u  d i m e n s i ô n  t o p o l ô g i c a ,  
s i e n d o  t a m b i ë n  un h e c h o  a d m i t i d o  q u e  e s t a  d e f i n i c i ô n  n o  e s  e n t e r a -  
m e n t e  s a t i s f a c t o r i a  p o r  q u e d a r  a l  m a r g e n  d e  e l I  a c i e r t o s  c o n j u n t o s  
c u y a  e s r u c t u r a  e s  c o m u n m e n t e  a d m i t i d a  como f r a c t a l .  M a n d e l b r o t  
p r o p o r c  i o n a  ( v e r  r e f .  [ M3 ]  ) I a s i gu i e n t e  d e f i n i c i ô n ,  m a t e m â t  i c a ­
m e n t e  v a g a ,  p e r o  q u e  d a  c i e r t a  i d e a  i n t u i t i v a  d e  l a  e s t r u c t u r a  
f r a c t a l  d e  un c o n j u n t o : " F r a c t a l .  a d j .  S e n t  i do  i n u i t i v o .  Que
t i e n e  u n a  f o r m a  b i e n  s e a  s u m a m e n t e  i r r e g u l a r ,  b i e n  s u m a m e n t e  
i n t e r r u m p  i d a  o f r a g m e n t a d a  y s i g u e  s i e n d o  a s i  a c u a l q u i e r  e s c a i a  
q u e  s e  p r o d u z c a  e l  e x a m e n .  Qu e  c o n t  i e n e  e l e m e n t o s  d i  s t  i n t  i v o s  c u y a s  
e s c a l a s  s o n  muy v a r i a d a s  y c u b r e n  u n a  gama muy a m p l i  a . ”
Uno d e  I o s  e j e m p l o s  m^s i m p o r t a n t e s  d e  c o n j u n t o s  f r a c t a l e s  s o n  l o s  
d e n o m i n a d o s  a u t o s e m e j a n t e s ,  e n t r e  l o s  q u e  s e  e n c u e n t r a n  v a r l o s  de 
l o s  mâs  c o n o c  i d o s  : C o n j u n t o  d e  C a n t o r ,  c u r v a  de Ko c h  ( c o p o  de
n i e v e ) ,  t r i â n g u l o  d e  S i e r p i n s K y  e t c .
P a r a  d é f i n i r  c o n j u n t o  a u t o s e m e j a n t e , c o n s i d é r â m e s  u n a  c o l e c c i ô n  
f i n i  t a  d e  s e m e j a n z a s  e n  R "  , ( V; ] ,  1 i i i m, taies que la r a z ô n
r ^  d e  s e a  r { < 1, l i  i i  m.  A p a r t i r  de e s t a  familia s e  define 
u n a  t r a n s f o r m a c i ô n  d e  c o n j u n t o s  e n  R "  p o r  la fôrmula 4
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Ÿ ( F )  = U V i  ( F )
1
En e s t a s  c o n d i c i o n e s ,  un c o n j u n t o  F C R "  e s  a u t o s e m e j a n t e  s i  v e r i ­
f i c a :
a )  V ( F )  = F
b )  3  s :  H S ( F )  > o  y H 3 ( V i ( F )  n  V j ( F ) ) = 0 ,  1 1 i /  j m
L a  p r i m e r a  c o n d i c i ô n  s i e m p r e  r é s u l t a  v e r  i f  i c a d a  p o r  c I e r t o  
s u b c o n j u n t o  c o m p a c t o  F d e  R " , q u e  s ô l o  d e p e n d e  d e  l a  t r a n s f o r m a c i ô n  
T d e f i n i d a  p o r  l a  f a m i l i a  d e  s e m e j a n z a s .  De h e c h o ,  s e  d e m u e s t r a  q u e  
p a r a  u n a  c i e r t a  d i s t a n c i a  d e f i n i d a  e n t r e  l o s  s u b c o n j u n t o s  c o m p a c t o s  
d e  R " , l l a m a d a  l a  m S t r i c a  d e  H a u s d o r f f , d i c h o s  s u b c o n j u n t o s  
c o m p a c t o s  f o r m a n  un e s p a c i o  m é t r i c o ,  y  V  e s  u n a  a p i i c a c i ô n  
c o n t r a c t  i v a  e n  e s t e  e s p a c i o ,  p o r  l o  q u e  s e  v e r i f i c a  e l  s  i gu  i e n t e  
t e o r e m a  :
i )  e x i s t e  un ûn i c o  p u n t o  f  i j o  F p a r a  Y  . A d e mâ s ,  s i  G 
e s  un c o n j u n t o  c o m p a c t o  a r b i t r a r i o  ( n o  v a c i o )  d e  R " , l a s  i t e r a -  
c i o n e s  V " ( G )  c o n v e r g e n  a F e n  l a  m é t r i c a  d e  H a u s d o r f f .
L o s  c o n j u n t o s  
de  I c o n j u n t o  
( n o  t r i v i a l )  
c o n d i c i ô n  e s  
c o p i a s  de  F 
e x c e s  i v a m e n t e  
u t i l  c o n d  i c i ôn  
d i m e n s i ô n  de  
v e r  i f  i c a  e I  s i
a u t o s e m e j a n t e s  s e  c a r a c t e r  i z a n  p o r q u e  l a  t o t a l  i d a d  
p u e d e  r e c o n s t r u i r s e  a p a r t i r  d e  c u a l q u i e r  f r a g m e n t e  
d e  I mi s mo p o r  u n a  s i m p l e  s e m e j a n z a .  L a  s e g u n d a  
e n  g e n e r a l  d e  d l f î c i l  v e r i f i c a c i ô n . E x p r e s a  q u e  l a s  
p o r  l a s  s e m e j a n z a s  de  l a  f a m i l i a  no  s o  I a p a n  
e n t r e  s î . E s t a  c o n d i c i ô n  p u e d e  s e r  s u s t  i t u  i d a  p o r  l a  
d e  a b i e r t o ,  q u e  a de mâ s  p r o p o r c  i o n a  c o n  e x a c t  i ud  l a  
H a u s d o r f f  d e I  c o n j u n t o  a u t o s e m e j a n t e . En e f e c t o ,  s e  
g u i  e n t e  t e o r e m a :
i i )  S i  e x i s t e  un c o n j u n t o  a b i e r t o  y a c o t a d o  V t a  I q u e
m
Y ( V )  = U V j  ( V ) , s i e n d o  e s t a  u n i o n  d i s j u n t a , e n t o n c e s  e l  ûn  i c o  
1
c o n j u n t o  F t a  I q u e  Y ( F )  = F e s  a u t o s e m e j a n t e , y su  d i m e n s i ô n  de  
H a u s d o r f f  e s  e l  û n i c o  n û m e r o  r e a l  s q u e  v e r i f i c a :
m
E  ( r | ) 3  = 1 
1
L a  h i p ô t e s i s  d e  e s t e  t e o r e m a ,  e s  l a  l l a m a d a  condiciôn de abier to.
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5 . 2 . S E R I E S  FRACTALES
5 . 2 . 1 .  C o n j u n t o  a s o c  i a d o  a u n a  s e r  i e
S e a  E a^  u n a  s e r  i e a b s o  I u t a c n e n t e  c o n v e r g e n t e ,  d o n d e  a, € R ^ . 
i -0
S e a  t a m b i ë n  e I  c o n j u n t o  N *  de  l o s  n a t u r a I  e s  mas e l  c e r o .  y s e a  
P ( N * )  e l  c o n j u n t o  d e  l a s  p a r t e s  d e  N * .  C o n s t r u y a m o s  u n a  a p i i c a c i ô n  
P3 : P ( N " ) -------^ R"  d e f i n i d a  d e  l a  s i gu i e n t e  m a n e r a :
P a ( # )  = O
P a d )  = E a ;  , s i  I € P { N « )  . I /  #  
i €  I
De e s t a  f o r m a  Ug u n a  f u n c i ô n  n u m e r a b l e m e n t e  ad i t  i v a  e n  P ( N ' ) ,  y 
d e  h e c h o  s i  a j € R se  t r a t a  de  u n a  m e d i d a  r e a l ,  y s i  a ;  E C,  d e  u n a  
m e d i d a  c o m p l e j a .
Co n s  i d e r e m o s  e l  c o n j u n t o  i m a g e n  p o r  Pg dG P ( N * ) :
Cg -  P a ( F ( N * ) ) = u E a j
I C N *  i € l
C g,  s e g û n  e s t a  d e f i n i c i ô n ,  e s  e !  c o n j u n t o  d e  t o d a s  l a s  p o s i b l e s  
s u m a s  d e  t é r m i n o s  d e  l a  s e r i e  E a j .
P r o b a r e m o s  qu e  b a j o  c i e r t a s  c o n d i c i o n e s  e x  i g i d a s  a l a  s e r i e  E a ; ,  e l  
c o n j u n t o  Cg t i e n e  p r o p  i e d a d e s  f r a c t a l e s .  A I a s  s e r i e s  q u e  c u m p l a n  
e s t o s  r e q u i s i t o s  l a s  I I a m a r e r m o s  s e r i e s  f r a c t a l e s .
5 . 2 . 2 .  P r o p  i e d a d  d e  c o m p a c  i d a d .
E l  c o n j u n t o  Cg e s t â  a c o t a d o ,  y a  q u e  s e  e n c u e n t r a  i n c l u i d o  en u n a  
b o l a  d e  c e n t r o  en e l  o r i g e n  y r a d i o  E I  a j I
D e m o s t r a r e m o s  a c o n t i n u a c i ô n  q u e  Cg e s  un c o n j u n t o  c e r r a d o .  S e a  
( I p l  u n a  s ù c e s i ô n  de  p a r t e s  de  N * ,  d e  f o r m a  q u e  P g ( l p )  s e a  u n a
s u c e s  I ô n  c o n v e r g e n t e  t a  I q u e  P g ( I p ) ------►x E . D ebemos  d e m o s t r a r
q u e  X E C g .
Vamos a c o n s t r u i r  p a r a  e l l o  un  c o n j u n t o  J d e  I n d i c e s  t a l  q u e  
P g ( J )  = X ,  d e f I n i e n d o  i n d u c t i v a m e n t e  l o s  e l e m e n t o s  j g , j 1 , . . . . j p  de
J .
S u p o n g am os  q u e  V i E N " ,  i p e r t e n e c e  t a n  s ô l o  a un n û m e r o  f i n i t o
de  m i e m b r o s  de  l l p ) .  F i j e m o s  un i c u a l q u i e r a  y d e s c a r t e m o s  l o s  
f i n i t o s  m i e m b r o s  d e  ( I p )  a l o s  q u e  p e r t e n e c e  i o a l g u n o  de l o s  
n u mé r o s  n a t u r a I  e s  a n t e r i o r e s  a l  i . L a  s ù c e s i ô n  r e s t a n t e  , I H j  p ) ,  
v e r i f i c a  q u e  V p l P a ( H  j p )  I î R j  d o n d e ;
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n> i
Ademâs  e s  c l a r o  q u e  t o d a v î a  s e  v e r i f i c a :  P a i , p ) — ^ x . T o m a n d o  i 
s u f i c I e n t e m e n t e  a v a n z a d o ,  p o de mo s  c o n s e g u i r ,  p o r  l a  c o n v e r g e n c  i a 
a b s o l u t a  d e  l a  s e r i e  E a ; .  q u e  Rj  s e a  t a n  p e q u e ô o  como q u e r a m o s .  De  
e l l o  y de  l a  a c o t a c i ô n  a r r i b a  s e n a l a d a , s e  d e d u c e  q u e  x = O,  y e l  
c o n j u n t o  d e  I n d i c e s  b u s c a d o  e s  J = p .
S u p on g a m os  a h o r a  q u e  no  e s  v a c i o  e l  c o n j u n t o  d e  I n d i c e s  i d e  N *  
p a r a  l o s  q u e  i e s t â  e n  i n f i n i  t o s  I p . S e a  j g  e l  m i n i m o  d e  l o s  
I n d i c e s  q u e  v e r i f i c a n  d i c h a  c o n d i c i ô n ,  d e  t a l  m a n e r a  q u e  n i n g u n o  d e  
l o s  n a t u r a I  e s  a n t e r i o r e s  a j g  e s t â n  en  i n f i n i  t o s  I p .  E l l o  s i g n i f i c a  
q u e  s i  s u p o n e n o s  l o s  l p  o r d e n a d o s  s e g û n  e l  o r d e n  n a t u r a l  e n  N * , 
i n f i n i  t o s  d e  l o s  I p  d e b e n  c o m e n z a r  e n  j g .  D e s c a r t a n d o  l o s  q u e  n o  l o  
h a g a n , o b t e n e m o s  u n a  s u b s u c e s  i ôn  de  c o n j u n t o s  q u e  c o m i e n z a n  p o r  j g  
y q u e  I I a m a r e m o s  t a m b i ë n  ( I p l .  A p a r t i r  d e  e I  I a c o n s t r u  i mos u n a  
n u e v a  s ù c e s i ô n ,  l a  ( l { p I , t a l  q u e  V P l i , p  s e  o b t  i e n e  s u p r i m i e n d o  
d e  I p  j g .  T e n d r e m o s :
a )  I i m  P a ( I 1 , p )  = x -  a j  
p— ► 00 O
b)  I P a d  1 , p )  ' i R j
0
P r o c e d e m o s  a c o n t  i n u a c  i ô n  p o r  i n d u c c i ô n .  S u p o n g a m o s  d e f  i n i d o s  
J g . J l  J n -1 G ( I p . p l  v e r  i f  i c a n d o :
a )  l i m  P a ( I n , p)  ■ ^ ” a j  - a j  - a j  . . . . - a j
n ► 00 0 1 2  n — 1
b)  I P a ( ' n . p ) I  î R j
n -  1
Si  no h a y  n i n g û n o  de  l o s  a j q u e  p e r t e n e z c a  a i n f i n i t e s  de  l o s  I p . p -  
r a z o n a n d o  como e n  e l  p r i m e r  p a s o  de  l a  i n d u c c i ô n ,  s e  c o n c l u y e  q u e
. x - a j  - a j  . . . . - a j  = O,  p o r  l o  qu e  p a r a  J = ( j g . j i , . . . j p _  i 1 s e
O 1 n - 1
c o n s i g u e  P g ( J )  = x .
S u p on g am o s  q u e  a l g û n  i p e r t e n e c e  a i n f i n i  t o s  ' n , p -  S e a  j^,  e l
m i n  i mo con d i c h a  p r o p  i e d a d . D e s c a r t a n d o  l o s  I p  p q u e  c o n t i e n e n  
e l e m e n t o s  a n t e r i o r e s  a j p  y qu i t a n d o  a l o s  q u e  r e s t a n  j p ,  s e  
o b t i e n s  l a  s ù c e s i ô n  l p  + t , p -  Es  c l a r o  q u e  l i m  p a ( I n  + 1 , p)  = x -  a j
n— ► 00 ' O
a j  . . . . -  a j  , y q u e  I P a < ' n + l , p ) ' ! R j  •
1 n n
00
Q u ed a  a s I  d e f i n i d o  p o r  i n d u c c i ô n  e l  c o n j u n t o  d e  I n d i c e s  J = U j ;
I =0
p a r a  e l  c u a I  p r o b a r e m o s  q u e  P g ( J )  = x .
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D a d o  c > O , t o m e mo s  n s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e  p a r a  q u e  R j  < e / 2 .
n
P a r a  p s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e ,  s i  = x -  a j  -  a j  . . .  -  a j  , s e
O 1 n
v e r i f i c a  I Xp -  P a ( ' n  + 1 , p ) ' < e / 2 . Pon i e n d o :
* Yn * " * Yn ~ b a ( * n + l , p )  + P a ( ^ n * 1 , p )  ' -
I / n  “  l^a d  n + 1 , p )  * *  ' Pa d  n + 1 , p )  * ^ e / 2  + e / 2
n
Se p r u e b a  q u e  I i m  y = x -  l i m  E a. = x -  p ( j )  = 0 .  ■
n— ►oo b n— ►oo i =0 ^
5 . 2 . 3 .  P r o p  i e d a d  d e  b i p a r t  i c I ô n
S e a  p a r a  c u a l q u i e r  j  € N Cg e l  c o n j u n t o  de  t o d a  l a s  s u m a s  d e
J
t é r m  i n o s  d e  l a  s e r i e  Ea  i f o r m a d o s  c on  l o s  t é r m i  n o s  d e  I a j  en
a d e I  a n t e . Se v e r i f i c a n  l a s  r e l a c i o n e s ;
i )  Cg = Cg
o
i i )  Cg = Cg U f  a j  *  Ca i  . J  €  N»
J J * f  J* 1
S u s t i t u y e n d o  e n  e l  s e g u n d o  m i e m b r o  d e  l a  i g u a l d a d  i )  l a  i i )
p a r t i e u  I a r i z a d a  p a r a  J = O,  s e  o b t  i e n e :
Cg = Cg U { a g  + Cg )
1 1
S u s t i t u y e n d o  e n  e l  s e g u n d o  m i e m b r o  de  e s t a  i g u a l d a d  l o s  Cg p o r  l a  
I I )  p a r t  I eu 1a r I z a d a  en j  = 1 , s e  o b t i e n e : 1
Cg = Cg U ( a g  ♦ Cg I U ( a { + Cg I U ( a g  + a  ^ + Cg )
2 2 2 2
R e i t e r a n d o  e l  p r o c e s o  s e  o b t  i e n e :
i i i )  Ca = U  /  r  a ,  Cg J .  J € N*
!€ P j  i € !  J^ t
D o n d e  P j  r e p r é s e n t a  l a s  p a r t e s  d e l  c o n j u n t o  { 0 , 1 .................j  ) .
T e n i e n d o  en c u e n t a  q u e  c a d a  un o  d e  l o s  c o n j u n t o s  e n c e r r a d o s  en l a s
I l a v e s  d e l  s e g u n d o  m i e m b r o  de  i i i )  e s  u n a  c o p i a  p o r  t r a s i a c i ô n  d e  I
c o n j u n t o  Cg , r é s u l t a  e l  c o n j u n t o  Cg d e s c o m p u e s t o  e n  un i ôn  de  
J + 1
c o p I  as  d e  I Cg
J>1
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5 . 2 . 4 .  D e f i n I c I ô n  d e  s e r  i e f r a c t a l
E a i e s  u n a  s e r i e  n o r m a I  m e n t e  c o n v e r g e n t e  e n  R " , d o n d e  , p a r a  
e v  i t a r  c a s o s  d e g e n e r a d o s ,  s u p o n e m o s  q u e  R "  c o i n c i d e  c o n  e l  s u b e s p a -
c i o  v e c t o r  i a I g e n e r a d o  p o r  l o s  a , ,  i € N * .  D e c i m o s  q u e  E  a ,  e s  u n a
s e r i e  f r a c t a l  s i :
i )  C a  t i e n e  p o t e n c i  a  d e !  c o n t  i  n u o
i  i )  i - n ( ^ a ^  -
De e s t a s  p r o p  i e d a d e s , y  d e  l a  p r o p  i e d a d  d e  b i p a r t  i c  i ô n . c a b e  
e s p e r a r  u n  c o m p o r t a m i e n t o  f r a c t a l  p a r a  e l  c o n j u n t o  Cg g e n e r a d o  p o r  
I a s e r  i e E a j .
5 . 2 . 5 .  C o n d  i c i ô n  n e c e s a r  i a p a r a  q u e  u n a  s e r i e  s e a  f r a c t a I  .
Es  é v i d e n t e  q u e  p a r a  q u e  E a ;  s e a  u n a  s e r i e  f r a c t a l  d e b e
v e r  i f  i c a r s e :
i )  P a r a  i n f i n i  t o s  v a  l o r e s  d e  i ,  e s  a j  X  O
Ya  q u e  e n  c a s o  c o n t r a r i o ,  Cg s e r î a  u n  c o n j u n t o  f i n i t o ,  y n o  s e  
c u m p l i r î a  l a  c o n d i c i ô n  i )  d e  s e r i e  f r a c t a l .
De e s t a  c o n d i c i ô n  n e c e s a r  i a , s e  d e s p r e n d e n  d o s  c o n s e c u e n c i a s  :
i i )  S i  s e  c u m p l e  i ) ,  Cg  e s  un  c o n j u n t o  p e r f e c t o .
P o d e m o s  s u p o n e r  p a r a  p r o b a r  I o  q u e  l a  s e r i e  E a j c o n s t a  d e  i n f i n i t e s  
t e r m i n e s  n o  n u  I o s , s u p r i m i e n d o  s i  h a c e  f a  I t a  l o s  t e r m i n e s  n u  I o s  
q u e  i n i c i a I m e n t e  h u b  i e r a  e n  l a  s e n e ,  y a q u e  e l l o  n o  m o d i f i c a  e l  
• c o n j u n t o  C g .  S i  x € Cg y e s  su ma  d e  i n f i n i t é s  t e r m i n e s  d e  l a  s e r i e ,  
e n t o n c e s  x s e  o b t  i e n e  co mo  I T m i t e  d e  s u m a s  f i n i  t a s  d e  t e r m i n e s  d e  
l a  s e r i e ,  y p o r  t a n t o  e s  d e  a c u m u l a c i ô n  d e  C g .  S i  x e s  s u m a  d e  
t e r m i n e s  d e  l a  s e r i e ,  e n t o n c e s  e s  l i m i t e  d e  l o s  y ^  € C g ,  s i e n d o :
y p  = X + E a j  
I >n
Y e s t o  p r u e b a  q u e  t o d o s  l o s  p u n t o s  d e  Ca s o n  d e  a c u m u l a c i ô n  d e  C a , 
y p o r  t a n t o  q u e  Ca e s  p e r f e c t o ,  p u e s  s a b e m o s  p o r  5 . 2 . 2  q u e  Ca  e s  
c e r r a d o .  g
i i i )  S i  s e  v e r i f i c a  l a  c o n d i c i ô n  i ) ,  C g  t i e n e  p o t e n c i  a  
d e l  c o n t i n u e .
P o d e m o s  s u p o n e r  p a r a  d e m o s t r a r I o  q u e  E a ,  t i e n e  t o d o s  s u s  t é r m i n o s  
n o  n u  I o s , y  q u e  a d e m â s  e s t â n  o r d e n a d o s  e n  o r d e n  d e c r e e i e n t e  d e  
n o r m a s ,  y a  q u e  l a  c o n v e r g e n c  i a a b s o l u t a  d e  l a  s e r i e  g a r a n t  i z a  q u e  
e l  c o n j u n t o  Cg  n o  v a r  Ta p o r  c a m b i o s  d e  o r d e n  e n  l o s  t é r m i  n o s  d e  l a  
s e r i e .  S i  c o n s e g u  i mos  e x t r a e r  d e  l a  s e r i e  E a j u n a  s e r i e  E b j  t a  I 
q u e  e l  c o n j u n t o  C^  t e n g a  p o t e n c  i a d e l  c o n t i n u e ,  e n t o n c e s  s e  h a b r â  
p r o b a d o  q u e  t a m b i é n  l a  t i e n e  C g ,  p u e s t o  q u e  C^j C C g .  C o n s t r u y  a m o s
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c  b i d e  f o r m a  i n d u c t i v a ,  e l  i g i e n d o  b g  = a g .  y s i  bp  = a ^ , t o m a m o s  
p a r a  b p  * ,  u n  a ,  t a l  q u e  O < R j  < I b p  I . T a l  e I e c c  i ô n  e s  s  i e m p r e  
p o s i b l e ,  y a  q u e  I b p  I > 0  y R j  — ► O.  L a  s e r i e  E b j  v e r i f i c a :
l b j l > R ' j = E l b p l  
n > i
En  e f e c t o ,  s i  b  j , = a p ,  s e  t i e n e  p o r  c o n s t r u c c i ô n :
I b j  I > Rp = E I a p  I > E I b p  I = R ' i
n > r  n > i
T o m e m o s  a h o r a  d o s  c o n j u n t o s  d e  I n d i c e s  l , J ,  t a i e s  q u e  I /  J .  
P r o b a r e m o s  q u e  U p ( l )  /  H b ( J )  c o n  l o  q u e  , t e n i e n d o  P ( N * )  p o t e n c i a  
d e  I c o n t i n u e ,  t a m b i ë n  l a  t e n d r â  C p .
S i  I X J , e n t o n c e s  I A J  = ( l - J ) U ( J  -  I ) /  i t .  S e a  m e l  m e n o r
e l e m e n t o  d e  I A J ,  y s u p o n g a m o s  q u e  m € I .  T e n d r e m o s :
Va  ( ' ) -  Pb (' •' ) = E b j  -  E b j  = b ^  -  E ô j b j
i € l  i € J
D o n d e  ô j  = O s i  i € I n  J ,  ô j = - 1  s i  i € I ,  y  ô j  = t s i  i 6  J .  L a
e I e c c  i ô n  d e  m h a c e  q u e  I o s  t é r m i n o s  a n t e r i o r e s  a b ^  s e  a n u l e n .  Se
t  i e n e :
I V a ( ' )  -  P b ( j )  ' = ' b m - E ô j b j  I > I b ^ l  -  I E ô j b j  I
i >m i >m
) | b m l - E l ô j l l b j | ) | b m l - E l b j l  
i >m i >m
-  I bp, I -  R ' fp > O .
E s t o  c o n c l u y e  l a  d e m o s t r a c  i ô n . g
5 . 2 . 5 .  C o n d  i c i o n e s  s u f i c i e n t e s  p a r a  q u e  u n a  s e r  i e s e a  f r a c t a I
P a r a  q u e  l a  s e r i e  E  a j  s e a  f r a c t a I , e s  s u f  i  c  i  e n t e  q u e :
i )  S e a  a j  X  O p a r a  i n f i n i t e s  v a l o r e s  d e  i
i i )  2 > ( R , ) ' ^  — k O
L a  c o n d i c i ô n  i )  g a r a n t i z a ,  s e g û n  v i m o s  e n  e l  p u n t o  a n t e r i o r ,  q u e  Cg 
t i e n e  p o t e n c  i a d e l  c o n t i n u e .  B a s t a  c o m p r o b a r  q u e  l a  c o n d i c i ô n  i i )  
g a r a n t  I z a  q u e  L p ( C g )  -  O.
S e g û n  l a  p r o p i e d a d  d e  b i p a r t  i c i ô n , c o n c r e t a m e n t e  s e g û n  i i i )  d e
5 . 2 . 3  , p o d e m o s  c u b r i r  Cg p o r  c o n j u n t o s  d e  l a  f o r m a  E a j  + Cg  .
i € l  j  + 1
d o n d e  l C P j . T o d o s  e s t o s  c o n j u n t o s  s e  o b t i e n e n  p o r  t r a s i a c i ô n  d e  I 
Cg . T o d o s  t i e n e n  l a  m i s m a  m e d i d a  L e b e s g u e ,  y  co mo  c a r d ( P j )  =
J + 1
2 J * ' ,  r e s u  I t a  :
1 2 0
L „ ( C a )  î  2 j * < L n ( C a  ) 
j * l
A h o r a  b i S n ,  e l  c o n j u n t o  Ca  e s t â  i n c l u i d o  e n  u n a  Do I a d e  c e n t r e
j  + i
e n  0  y  r a d i o  R j ,  y  p o r  t a n t o  ( C a  ) i  C n ( R j ) " ,  d o n d e  Cf,  e s  u n a
j * i
c o n s t a n t e  q u e  s 6 I o  d e p e n d e  d e  n . p o r  t a n t o :
L n ( C a )  i  2 j * < C n ( R j ) "
Y  s i  2 J ( R  ) " — ►©,  r é s u l t a  q u e  L  ( C  } = O.  ■  
j  n  a  "
Lb condiciSn i i )  puede sen s u s t i tu id a  por la  condiciSn:
H i )  S‘ Rj —
q u e  e s  i n d e p e n d  i e n t e  d e  n ,  y a  q u e  t o m a n d o  I s u - f  I c l  e n t e m e n t e  g r a n d e ,  
y  t e n i e n d o  p r é s e n t e  l a  c o n v e r g e n c  i a  a b s o l u t a  d e  l a  s e r i e ,  R '  >
L a  c o n d i c i S n  i i ) ,  y  d e s d e  I u e g o  l a  i i i )  n o  s o n  e n  g e n e r a l  
n e c e s a r  i a s .  En  e f e c t o ,  v e r e m o s  c o m o  e n  c a s o  d e  r e p e t  i c  i 5 n  d e  I o s  
t & r m i n o s  d e  l a  s e r i e ,  e s t a s  c o n d i c l o n e s  p u e d e n  s e r  s u s t i t u l d a s  p o r  
u n a  c o n d i c i S n  m â s  d S b i l .
5 . 2 . 6 .  F u n c I S n  d e  r e p e t  i c i S n
I n t r o d u c  i m os  a h o r a  u n a  s u c e s  i S n  p i  a s o c i a d a  a l a s  r e p e t  i c  i o n e s  d e  
I o s  t S r m i  n o s  d e  l a  s e r i e  C a ; .  S u p o n e m o s  q u e  t o d o s  I o s  t S r m i n o s  d e  
l a  s e r i e  s S n  n o  n u  I o s , y  q u e  e s t â n  o r d e n a d o s  d e c r e e i e n t e m e n t e  s e g û n  
s u s  n o r m a s  . D é f i n î m e s  u n a  s u c e s  i S n  a u x i l i a r  r ; d e  l a  s i g u i e n t e
m a n e r a :
a )  r@ = 2
b )  s i  i X O y  a j _ K _ ,  X a j = a j _ ^ + <  = .............. = a j ,  r j  =
= ( k  + 2 ) / (  k  + 1 )
E l  e f e c t o  d e  e s t a  d e f i n i c i S n ,  e s  q u e  s i  u n  t e r m i n e  a ;  e s t â
p r e c e d i d o  d e  u n  t S r m i n o  d i s t  T n t u  a e  é l ,  r ; = 2 ,  m i e n t r a s  q u e  s i  
e s t a  p r e c e d i d o  d e  k  t S r m i n o s  c o n s e c u t  i v o s  i g u a l e s ,  e n t o n c e s :
r , r ; + 1  r ; = 2 . 3 / 2 . 4 / 3 .  . . .  ( k  + 2 ) / ( k  + 1 ) = k  + 2
Se d e f i n e  a h o r a  l a  s u c e s  i Sn  p j :
i
P i  = n r „
n = 0
E s  c l a r o  q u e  s i e m p r e  s e  v e r i f i c a  q u e  P j  < 2 ' .  L a  i g u a l d a d  s e
p r o d u c e  e n  e I c a s o  d e  q u e  l a  s e r i e  C a ; n o  t e n g a  t S r m i n o s  
r e p e t  I d o s .  A f i r m a m o s  q u e  l a s  c o n d i c i o n e s  s u f  i c  i e n t e s  o b t e n i d a s  e n
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e l  p u n t o  a n t e r i o r ,  s e  p u e d e n  s u s t i t u i r  p o r  l a s ;
i )  B j  X  O p a r a  i n f i n i t o s  i  €  N "
i i )  P i ( R i > " — * 0
S i e n d o  e s t a  u l t i m a  m â s  d é b i l  
P j  i  2 ' .
q u e  l a  i i )  d e l  p u n t o  a n t e r i o r  p o r  s e r
P a r a  c o m p r o b a r l o ,  
c o p i a s  t r a s I a d a d a s
d e  e s t a s
Ca  p o r  
n u m é r o
q u e
b a s t a  v e r  q u e  e n  e l  r e c u b r i m i e n t o  d e  
d e  Ca d e s c r i t o  e n  i i i )  d e  5 . 2 . 3  , e I
c o p i a s  e s  m e n o r  o  i g u a l  a r j . E s t o  s e  d e b e  a q u e  l a s
t r a s I a c  i o n e s  d e  I o s  Cg , q u e  c u a n d o  t o d o s  I o s  t S r m i n o s  d e  l a
s e r i e  q u e  p r e c e d e n  a l  a j  s o n  d i f e r e n t e s ,  p u e d e n  s e r  co mo  m â x i m o  
2 j  + 1 ,  s e  r e p i t e n  c u a n d o  May  r e p e t  i c  i o n e s  e n  I o s  t S r m i n o s  d e  l a
s e r i e .  C o n  u n  b l o q u e  d e  K + 1 e I e m e n t o s  i g u a l e s  a u n o  d a d o ,  d i g a m o s
a l  a p , s ô I o  p u e d e n  s e r  o b t e n i d a s  k  + 2  t r a s I a c  i o n e s  d i f e r e n t e s  : l a
t r a s i a c i ô n  n u  l a ,  l a  a j , l a  2 a j , . . e t c ,  n a s t a  l a  ( k  + 1 ) a j . E l  n u m é r o  
m â x i m o  d e  t r a s I a c  i o n e s  d i f e r e n t e s  q u e  p u e d e n  o b t e n e r s e  c o n  t o d o s  
I o s  t S r m i n o s  d e  l a  s e r i e  a n t e r  i o r e s  a u n o  d a d o  I o  p o d e m o s  c o m p u t e r  
a g r u p â n d o I  o s  e n  b l o q u e s  d e  e I e m e n t o s  r e p e t  i d o s , y  mu I t i p I  i c a n d o  
e n t r e  s î  e I  n u m é r o  d e  l a s  t r a s I a c  i o n e s  q u e  p u e d e n  o b t e n e r s e  c o n  I o s  
t S r m i n o s  d e  c a d a  b l o q u e .  E s t e  c ô m p u t o  c o i n c i d e  c o n  l a  d e f i n i c i ô n  
d a d a  p a r a  l a  c o n s t r u c c i ô n  d e  l a  f u n c  i ô n  p j  d e  r e p e t i c i ô n .  ( E l  
n u m é r o  e x a c t o  d e  t r a s I a c  i o n e s  d i f e r e n t e s ,  p u e d e  s e r  t o d a v i a  m e n o r  
q u e  p j ,  y a  q u e  c o m b i n a c i o n e s  d e  t S r m i n o s  d i f e r e n t e s  p u e d e n  t e n e r  
s u m a s  i g u a l e s ,  p e r o  e s t a  n u e v a  e c o n o m i z a c i ô n  p a r e c e  d i f î c i l  d e  
l l e v a r  a c a b o  s t n  c o n o c e r  l a  s e r i e  c o n c r e t e  d e  q u e  s e  t r a t e ) .
5 . 2 . 7 .  A c o t a c  i ô n  s u p e r  i o r  d e  I a d  i m e n s  i ô n  H a u s d o r f f
L a s  c o n d i c i o n e s  s u f  i c  i e n t e s  p a r a  s e r i e  f r a c t a l  o b t e n i d a s  e n  e I  
p u n t o  a n t e r i o r .  p e r m  i t e n  a l  m i s m o  t i e m p o  l a  o b t e n c i ô n  d e  u n a  
a c o t a c  i ô n  s u p e r i o r  p a r a  l a  d i m e n s i ô n  H a u s d o r f f  d e  I o s  c o n j u n t o s  
g e n e r a d o s  p o r  l a s  s e r i e s .  S e a  S a j u n a  s e r i e  q u e  c u m p l e  l a s  
c o n d i c i o n e s  i )  e i i )  d e  I a n t e r i o r  p u n t o .  S e a  s l a  d i m e n s i o n  d e  
H a u s d o r f f  d e  I c o n j u n t o  C g . E n t o n c e s  s e  v e r i f i c a :
i )  s  i  i  im i n f  —
l o g  P i  
l o g  R i
P a r a  d e m o s t r a r l o ,  c o n s i d e r e m o s  u n  t  c u a l q u i e r a  m a y o r  q u e  K . To m e m o s  
un  r  t a  I q u e  k  < r  < t .  F i j e m o s  un  à .  T o m a n d o  i s u f i c i e n t e m e n t e  
a v a n z a d o . e I  r e c u b r i m i e n t o  d e  Cg  p o r  c o p i a s  d e  Cg , r e s u l t a r â  s e r
i + 1
un  < 5 - r e c u b r  i m i e n t o . P a r a  e s t e  r e c u b r  i m i  e n t o  t e n d r e m o s  :
P i  ( 2 R j  = 2 f p j  ( R j ) r  
T o m a n d o  i s u f i c i e n t e m e n t e  a v a n z a d o ,  e s  p o s i b l e  c o n s e g u i r :
E I { E ap ♦ Cg 1 1  
l € P .  n€ I i + l
1 2 2
l o g  p.
l o g  Rj
P o r  I o q u e  s i  I I a mamos  S j  a I p n m e r  m i e m b r o  d e  e s a  d e s  i g u a  I d a d  , 
t e n i e n d o  e n  c u e n t a  q u e  p a r a  i s u f i c  i e n t e m e n t e  a v a n z a d o ,  R j  < 1 :
E I { E a „  + Cg ) I"" < 2 ' ' p j ( R i ) ® i  = 2 *^
l € P j  n€  I i +1
E s t o  p r u e b a  q u e  H ^ ^ ( C g )  < 2 ^ ,  y  b a c i e n d o  à 
E s t o  s i g n i f i e s  q u e  s < t ,  y a  q u e  e n  c a s o  c o n t r a r i o .
»  O,  H ^ ( C g )  < 2 r ,
s  i e n d o  r  < t ,
d e b e r T a  s e r  H ' ' ( C g )  = oo. S i e n d o  t  u n  n u m é r o  a r b i t r a r i o  m a y o r  q u e  K 
d e b e  s e r  s  < K . g
5 .  3 .  E J E  H P  LOS
5 . 3 . 1 ■  S e r  i e s  g e o m é t r  i c a s  r e a l  e s
E l  e j e m p l o  m â s  e l e m e n t a l  d e  s e r i e  f r a c t a l  e s  l a  s e r i e  g e o m é t r  i c a  
r e a l .  C on  e s t e  t i p o  d e  s e r i e  s e  o b t i e n e  f â c  i I m e n t e  e I  c o n j u n t o  d e  
C a n t o r .  Mâs  c o n c r e t a m e n t e , e I  c o n j u n t o  d e  C a n t o r  e s  e I  c o n j u n t o  Cg 
a s o c  i a d o  a l a  s e r i e  E a ^  d o n d e  3 p = ( 2 / 3 )  ( 1 / 3 ) " .  P a r a  v e r  I o , b a s t a  
o b s e r v a r  q u e  c a d a  p o s i b l e  s u ma  d e  t é r m  i n o s  d e  e s t a  s e r i e  p u e d e  s e r  
i n t e r p r e t a d a  c o m o  l a  e x p r è s  i ô n  d e c i m a l  en  b a s e  t r è s  d e  u n  n u m é r o  
t a  I q u e  t o d a s  s u s  c i f r a s  s o n  c e r o s  ( s i  e I  c o r r e p o n d i e n t e  t é r m  i n o  d e  
l a  s e r i e  n o  f i g u r a  e n  l a  s u m a )  o d o s e s  ( s i  e l  c o r r e s p o n d i e n t e  
t é r m  i n o  d e  l a  s e r i e  f i g u r a  e n  l a  s u m a ) .  S i  e n  l u g a r  d e  t o m a r  l a  
r a z ô n  i g u a l  a 1 / 3  s e  t o m a n  o t r a s  r a z o n e s  ( a c o n t i n u a c i ô n  v e r e m o s  
q u e  d e b e n  s e r  m e n o r e s  q u e  1 / 2 ) ,  s e  o b t i e n e n  o t r o s  c o n  j u n t o s  
I I a m a d o s  d e  t i p o  C a n t o r .
V a m o s  a p r o b a r  e l  s i g u i e n t e  t e o r e m a :
i )  L a  c o n d  i  c  i  ô n  n e c e s a r  i  a  y  s u f  i  c i  e n t e  p a r a  q u e  u n a  s e r i e  
g e o m é t r i c a  d e  r a z ô n  r  s e a  f r a c t a l ,  e s  q u e  O < I r l  < t / 2
S e a  l a  s e r i e  E a j d o n d e  a j = r ' ,  . L a  c o n d  i c i ô n  e s  s u f  i c  i e n t e ,
p u e s t o  q u e  l a  c o n d  i c i ô n  i ) d e  5 . 2 . 5  r é s u l t a  s a t i s f e c h a ,  m i e n t r a s  
q u e  p a r a  e s t a  s e r i e  e s
R i  =
I r
1 -  I r  I
P o r  t a n t o  s i I < 1 / 2 ,  2 '
L a  c o n d  i c  i ô n  e s  n e c e s a r  i a , y a  q u e  I r  I > 1 / 2  i m p l i e s  L { ( C g )  = 
1 / ( 1  -  I r I ) .  P a r a  p r o b a r  I o  t r a t a m o s  s e p a r a d a m e n t e  e l  c a s o  r  > O y e l  
c a s o  r  < O.  S u p o n g a m o s  p r i m e r o  q u e  r  > O.  O b s e r v e m o s  q u e  c o m o  r  = 
1 / 2  ♦ a ,  a  > O s e  t i e n e :
1 23
( 1 / 2  ♦ a ) ' + 1
E a,  
n > i 1 / 2  -  a
> ( 1 / 2  ♦ a  ) '  = 3 j
E s  d e c i r ,  l a  s u m a  d e  t o d o s  I o s  t é r m  i n o s  d e  l a  s e r i e  p o s t e r  i o r e s  a
u n  t é r m i n o  d a d o ,  e s  m a y o r  q u e  e s t e  t é r m i n o .  E s  f â c i l  e n t o n c e s
o b t e n e r  u n a  s u m a  d e  t e r m i n e s  d e  l a  s e r i e  i g u a l  a c u a l q u i e r  n u m é r o
c o m p r e n d i d o  e n t r e  c e r o  y l a  s u m a  t o t a l  d e  l a  m i s m a :  S e a  P t a  I
n u m é r o .  S e a  e n t o n c e s  i f  e l  m e n o r  n a t u r a l  t a I  q u e :
'  1
E ar  
n = 0
> 0
i 1 - 1
S e a  P i  = E a ^  Se s a b e  q u e  0 -  0 j  < a i  p o r  I o  q u e  0 -  0 j
1 n = 0  1 1
s u p e r a d o  p o r  l a  s u m a  d e  t o d o s  I o s  t é r m i  n o s  p o s t e r  i o r e s  a l  a ;
B u s c a m o s  e l  m e n o r  n a t u r a l  i g  q u e  v e r  i f  i q u e  :
1
E a, 
n= i  ^ + 1
> P - B,
Y I I a m a m o s  0 j  a l a  s u m a  d e  I o s  t é r m  i n o s  d e  I ' i + l  a I i g - l .
2
P r o c e d  i e n d o  d e  e s t a  m a n e r a  s u c e s i v a m e n t e , e s  c l a r o  q u e  l a  s u m a  d e  
t o d o s  I o s  t é r m i  n o s  d e  l a  s e r i e  e x c l u y e n d o  e l  i ^ ,  i g .  e t c ,  e s  
p r e c  i s a m e n t e  i g u a l  a 0 .
S i  r  < O,  e n t o n c e s  Cg e s  u n  i n t e r v a l o  [ p , q ]  c o n  p = r / ( 1 - r ^ )  y  q = 
1 / ( 1 - r 2 ) .  O b s é r v e s e  q u e  p e s  l a  s uma  d e  t o d o s  I o s  t é r m  i n o s  
n e g a t  i v o s  d e  l a  s e r i e  y  q  l a  s u m a  d e  t o d o s  I o s  t é r m  i n o s  p o s  i t  i v o s . 
L a  l o n g i t u d  t o t a l  d e  I i n t e r v a l o  e s  l / ( 1 + r )  = 1/ ( 1  -  I r I ) , co mo  e n  e l  
c a s o  a n t e r i o r .  T o m e m o s  0 € [ p , q ) .  S u p o n g a m o s  q u e  0  e s  p o s i t i v o .
To m a mo s  l a  s u ma  d e  I o s  p r i m e r o s  t é r m  i n o s  p o s  i t  i v o s  d e  l a  s e r i e ,  
n a s t a  e l  p r i m e r o  c o n  c u y a  s u m a  s e  r e b a s e  0 .  Se t e n d r a  0 € [ P i , q , ] ,  
d o n d e  p  ^ e s  s u m a  d e  t é r m  i n o s  p o s i t i v o s  d e  l a  s e r i e  y  q , -  P i  e s  u n  
t é r m i n o  d e  l a  s e r i e ,  d i g a m o s ,  e l  a | .
I
R a z o n a n d o  c o m o  e n  e l  c a s o  a n t e r i o r ,  l a  s u m a  d e  I o s  v a I o r e s  a b s o ­
l û t e s  d e  t o d o s  I o s  e I e m e n t o s  p o s t e r i o r e s  a l  a j r e b a s a  a e s t e  e n
1
v a l o r  a b s o l u t e ,  d e  f o r m a  q u e  o b i e n  p^  ma s  l a  s u m a  d e  t o d o s  I o s  
t é r m i n o s  p o s i t i v e s  de  l a  s e r i e  p o s t e r  i o r e s  a l  a j r e b a s a  a 0 , o b i e n
1
q { mas  l a  s u ma  d e  t o d o s  l e s  t é r m i n o s  n e g a t i v e s  p o s t e r  i o r e s  a l  a ,
1
e s  i n f e r i o r  a 0 .  En a m b o s  c a s e s  v o l v e m o s  a c o n s e g u i r  s i t u a r  a 0 e n  
u n  i n t e r v a l o  ( P g . Q g l  q u e  t i e n e  p o r  l o n g i t u d  un  t é r m i n o  d e  l a  s e r i e ,  
y  p o r  e x t r e m e s  u n a  s u m a  f i n i  t a  d e  t é r m i n o s  d e  l a  s e r i e .  P r o s  i g u i e n ­
d o  e s t e  p r o c e s o ,  s e  p u e d e  o b t e n e r  0  c o m o  s u ma  d e  t é r m i  n o s  d e  l a
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5 . 3 . 2 .  S e r  i e s  g e o m é t r  i c a s  c o m p  I e . i a s
S e a  a h o r a  E a j c o n  a i = r ' ,  r  € C.  E n t o n c e s  s e  o b t i e n e :
i )  U n a  c o n d  i  c  i ô n  s u - f  i c i  e n t e  p a r a  q u e  E  a j  s e a  f r a c t a l , e s  
q u e  I r  I < ES/Z  .
Como R j 2  = ( l r l ' * V l - l n l ) 2  = ( l r | 2  ) ' + V ( 1 - l r l ) 2 , e s  f â c i l  v e r  q u e  
s i  I r  I < 1 / 2 ,  2 ' . R j 2 ------- ►q.
N a t u r a I  m e n t e  q u e  u n a  s e r i e  r e a l  d e  r a z ô n  c o m p r e n d  i d a  e n t r e  1 / 2  y 
f 2 / 2 , s i e m p r e  p u e d e  s e r  c o n s  i d e r a d a  c o m o  c o m p l e j a ,  s a t  i s f a c  i e n d o  
a d e m â s  l a  c o n d i c i ô n  s u f  i c  i e n t e , y  s  i n e m b a r g o  s a b e m o s  q u e  p a r a  e s t a  
s e r i e ,  Cg e s  u n  i n t e r v a l o .  P a r a  e v i t a r  e s t e  t i p o  d e  c a s o s  
d e g e n e r a d o s ,  e s  p a r a  I o  q u e  c o n v i e n e  , c omo  s e n  a I a m o s  e n  5 . 2 . 4  ,
c o n s i d e r a r  q u e  l a s  s e r i e s  c o n  l a s  q u e  t r a b a j a m o s  e s t â n  i n c l u i d a s  e n
e l  e s p a c i o  R "  d e  d i m e n s i ô n  m T n i m a  p o s i b l e .
T a m b i é n  c o n v i e n e  d e s t a c a r  q u e  e n  e s t e  c a s o  n o  s e  p u e d e  a f i r m a r  q u e  
l a  c o n d  i c  i ô n  s u f  i c  i e n t e  s e n a l a d a  s e a  n e c e s a r  i a , q u e d a n d o  a b i e r t o
a q u î  e l  i n t e r e s a n t e  p r o b l e m a  d e  d e t e r m i n e r  s i  e l  c o n j u n t o  Cg  t i e n e
0  n o  m e d i d a  L e b e s g u e  p o s i t i v a  c u a n d o  I r  I > f 2 / 2 .
5 . 3 . 3 . A u t o s e m e j  a n z a  p a r a  s e r  i e s  g e o m é  t r  i c a s
S e a  E a j  u n a  s e r i e  g e o m é t r  i c a , q u e  s u p o n d r e m o s  r e a l  o c o m p l e j a ,  y 
s e a  r  s u  r a z ô n  y  a g  s u  p r i m e r  t é r m i n o .  S a b e m o s  q u e :
C g  =  {  a o  +  C g  )  U  C g
1 1
P o r  o t r a  p a r t e  Cg = r . C g ,  p o r  I o  q u e  l a  i g u a l d a d  d e  a r r i b a  s e  
e s c r  i be  : ^
Cg = ( a o  ♦ rCg I U rCg
C o n s i d e r e m o s  a h o r a  l a s  s e m e j a n z a s :
V l ( X )  = a o + r x ;  V 2 = r x
T e n d r e m o s :
Ca = (Cg) U Ÿ2(Cg)
E s  d e c i r ,  Cg e s  e l  c o n j u n t o  d e  p u n t o s  i n v a r i a n t e  p a r a  l a s  
s e m e j a n z a s  V ,  y  V 2 ' a m b a s  d e  r a z ô n  r ,  p o r  I o  q u e  b a s t a  q u e  I r  I <
1 p a r a  q u e  s e a  s a t i s f e c h a  l a  c o n d  i c  i ô n  a )  d e  c o n j u n t o s  a u t o s e m e j a n -  
t e s  d a d a  e n  5 . 1 . 3 .  A n t e s  d e  c o m p l é t e r  l a  p r u e b a  d e  q u e ,  b a j o  c i e r -  
t a s  r e s t r i c c i o n e s  p a r a  r ,  Cg e s  a u t o s e m e j a n t e , h a r e m o s  u n  p a r  d e  
o b s e r v a c i o n e s  a c e r c a  d e  p r o p  1 e d a d e s  g e o m é t r  i c a s  d e  C g .
C o n s  i d e r e m o s  e n  p r i m e r  l u g a r  l a  b i y e c c i ô n  o  : C g  ► C g  o b t e n i d a  d e
l a  s i g u i e n t e  m a n e r a :
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S i  X € Cg  e s  X = E 3 j , e n t o n c e s  o ( x )  = E a ,  
i € J  i € N * - l
Se p u e d e  o b t e n e r  t a m b i é n  o ( x )  r e s t a n d o  x a l a  s u ma  t o t a l  d e  l a  
s e r i e ,  e s  d e c i r ,  o ( x )  = S -  x , d o n d e  S = a g / ( 1 - r ) . E l  p u n t o  m ed  i o 
d e  I s e g m e n t o  q u e  u n e  x c o n  a ( x )  v a l e  s i e m p r e  ( o ( x )  + x ) / 2  = S / 2 ,
I o  q u e  p r u e b a  q u e  o  e s  u n a  s i m e t r i a  c e n t r a l  c o n  c e n t r o  e n  e l  p u n t o  
S / 2 .  A s î  he mo s  p r o b a d o  q u e  l o s  c o n j u n t o s  t i e n e n  u n a  s  i m e t r î  a  
c e n t r a l .
T a m b i é n  e s  i n t e r e s a n t e  o b s e r v a r  e s  u n a  s e m e j  a n z a  d e  c e n t r o  e n  e l  
o r i g e n , c o n s  i s t e n t e  e n  e l  p r o d u c t o  d e  u n  g i r o  d e  â n g u l o  a r g ( r )  y  
c e n t r o  e n  e l  o r i g e n  c o m p u e s t o  c o n  u n a  h o m o t e c i a  d e  r a z ô n  I r  I y  e l  
m i s m o  c e n t r o ,  mi  e n t r a s  q u e  y 2  t i e n e  s u  c e n t r o  e n  S,  y a  q u e  r S  + a g  
= r a o / ( l - r )  + b q  = a g / ( 1 - r )  = S.  y 2  s e  o b t i e n e  c o m p o n 1 e n d o  u n  g i r o  
d e  â n g u l o  a r g ( r )  y  c e n t r o  e n  S c o n  u n a  h o m o t e c i a  d e  c e n t r o  e n  S y 
r a z ô n  I r  I .  En e f e c t o ,  u n a  t r a n s f o r m a c i ô n  c o m o  l a  d e s c r i t a  s e
o b t i e n e  t r a s I a d a n d o  - S ,  m u l t i p l i c a n d e  p o r  r  y t r a s l a d a n d o  S,  e s  
d e c i r  t r a n s f o r m a  x e n  ( x  -  S ) r  + s = x r  *  S ( 1 - r )  = x r  + aO = y 2 .
I n v e r s a m e n t e , s i  t o m a m o s  d o s  p u n t o s  a r b  i t r a r  i o s  d e l  p i a n o  y  e n
c a d a  u n o  d e  e I I  o s  u n a  s e m e j a n z a  c o n s  i s t e n t e  e n  un  g i r o  p o r  u n a
h o m o t e c i a  c e n t r a d a s  en  e l  p u n t o ,  d e  f o r m a  q u e  l o s  d o s  g i r o s  s o n  d e  I 
m i s m o  â n g u l o  a  y l a s  h o m o t e c  i a s  d e  l a  m i s m a  r a z ô n  t ,  e l  c o n j u n t o  
i n v a r i a n t e  p a r a  e s t a s  d o s  t r a n s f o r m a c i o n e s  e s ,  s a l v o  t r a s i a c i ô n ,  e l  
c o n j u n t o  Cg a s o c 1 a d o  a u n a  s e r i e  g e o m é  t r  i c a  c u y a  r a z ô n  e s  e l  n u m é r o  
c o m p l e j o  r  = Tq  y c u y a  s u m a  t o t a l  e s  l a  d i f e r e n c i a  d e  l o s  d o s
p u n t o s .
P r o b a r e m o s  a h o r a :
/ j  U n a  c o n d i c i ô n  s u f i c i e n t e  p a r a  q u e  e l  c o n j u n t o  Cg  
a s o c i a d o  a  u n a  s e r i e  g e o m é t r i c a  c o n p i e j a  d e  r a z ô n  r  s e a
a u t o s e m e J a n t e , e s  q u e  O < I  r  I  < 1 / 2 .
P a r a  p r o b a r  I o , d e m o s t r a r e m o s  q u e  s e  c u m p l e  l a  c o n d  i c i ô n  d e  a b i e r t o  
( v e r  I I  d e  5 . 1 . 4  ) .  P a r a  e l l o ,  e s  s u f i c i e n t e  p r o b a r  q u e  s o n
d i s j u n t o s  l o s  c o n j u n t o s  y ,  ( C g )  y V g ( C g ) , y a  q u e  e n t o n c e s ,  t o m a n d o
e l  c - c u e r p o  p a r a  I e I o ( a b i e r t o  ) a C g ,  e s  d e c i r :
Vg : [ x 6 C ; d ( x , C g ) < e l
P a r a  un  e s u f 1 c 1 e n t e m e n t e  p e q u e n o  , Vg v e r i f i c a  l a  c o n d i c i ô n  d e  
a b i e r t o .
E l  c o n j u n t o  ( C g ) , e s t â  f o r m a d o  p o r  t o d a s  l a s  s u m a s  d e  t é r m  i n o s  
d e  l a  s e r i e  q u e  c o n t i e n e n  a a g  , m i e n t r a s  q u e  y 2 ( Cg )  e s t â  f o r m a d o  
p o r  l a s  s u m a s  d e  t é r m  i n o s  q u e  n o  c o n t i e n e n  a g .  L a  s u m a  d e  l a s  
n o r m a s  d e  t o d o s  e s t o s  û l t i m o s  t é r m  i n o s  e s  I a g  l I r  1 / ( 1  -  l r  I ) ,
q u e ,  t e n i e n d o  e n  c u e n t a  l a  e l e c c i ô n  d e  r , e s  m e n o r  q u e  I a g  I . 
E s t o  p r u e b a  q u e  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  u n a  s u m a  d e  t é r m  i n o s  q u e  c o n ­
t i e n s  a a , y o t r a  q u e  n o  I o  c o n t i e n e ,  n u n c a  s e  p u e d e  a n u l a r . B  
0  ■
A p i  i c a n d o  a d e m â s  l a s  c o n s e c u e n c i a s  d e  l a  c o n d i c i ô n  d e  a b i e r t o  s o b r e
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t a  d i m e n s i ô n  d e l  c o r r e s p o n d i e n  t e  c o n j u n t o  a u t o s e m e j a n  t e , 
o b t I e n e :
i i )  S i  O < I r l  < 1 / a .  d i m ( C g )  -  I o g ( 2 ) / I o g ( 1 / I r I )
B a s t a  v e r  q u e  d i m ( C g )  e s ,  s e g û n  i i )  d e  5 . 1 . 3  , a q u e l  n u m é r o  s  q u e  
v e r i f i c a  I r l ®  + I r l ®  = 1 .
C o n  l a  c o n d i c i ô n  i m p u e s t a  a r ,  s ô I o  p u e d e n  o b t e n e r s e  f r a c  t a  I e s  d e  
d i m e n s i ô n  m e n o r  q u e  u n o .  En  r e a l i d a d ,  l a  c o n d i c i ô n  I r  I < 1 / 2 ,  e s  
d e m a s i a d o  r e s t r i c t i v e ,  i n c l u s o  p a r a  c o n s e g u i r  q u e  y , ( C g )  n  V g ( C g )  
s e a  v a c T o ,  I o  q u e  t a m p o c o  e s  n e c e s a r i o  p a r a  q u e  h a y a
a u t o s e m e J a n z a . En l o s  e j e m p l o s  d e l  a n e x o  p u e d e  o b s e r v a r s e  c o m o  p a r a  
v a  I o r e s  d e  r  d e  n o r m a  m a y o r  a 1 / 2  n o  b a y  s o  I a p a m i  e n t o  ( v e r  p g s .  
144 y  1 45  p a r a  c a s o s  s i n s o  I a p a m i e n  t o . En l a  p a g .  1 4 3 ,  M a y  u n
l i g e r o  s o  I a p a m i e n t o  ) , y  e n  r e a l i d a d  p a r e c e  p r o b a b l e  q u e  h a y a
a u t o s e m e j a n z a  s i e m p r e  q u e  I r  I < f 2 / 2 .
5 . 3 . 4 .  O t r o s  e . i em p  I o s
L a s  s e r i e s  f r a c t a I  e s  s o n  a d e c u a d a s  p a r a  r e p r e s e n t a r  c i e r t o s
c o n j u n t o s  d e  n u m é r o s  c o n  e x p r è s i o n e s  d e c i m a t e s  e s p e c  i a l e s . P o r  
e j e m p l o ,  l a  s e r i e  f r a c t a l  1 / 1 0  + 1 / 1 0  + 1 / 1 0  + 1 / 1 0 0  + 1 / 1 0 0  +
1 / 1 0 0  + 1 / 1 0 0 0  + . . .  d a  l u g a r  a l  c o n j u n t o  de  t o d o s  l o s  n u m é r o s  e n
c u y a  e x p r è s i ô n  d e c i m a l  e n  b a s e  1 0  c o n s t a  d e  c i f r a s  i g u a l e s  a 
0 . 1 , 2 , 3 .  E s t u d  i a r e m o s  l o s  f r a c t a I  e s  a s o c i a d o s  a e s t e  t i p o  d e  s e r i e s  
e n  u n  c a s o  mâ s  g e n e r a l
S e a n  a ^ . z ^ g - a g . .  . , a ^  n u m é r o s  n a t u r a  I e s  c u y a  s u m a  v a l e  s ,  y s e a  n u n
n a t u r a l  m a y o r  q u e  s+1. C o n s  i d e r e m o s  l a  s e r i e  a i / n  + a g / n  + ............ ♦ a % / n
+ a 1 / n ^  + a g / n ^  + . . . . +  + a j / n ^  + ............ +.  i  C u a l  e s  e l  f r a c t a l
Cg a s o c  i a d o  a e s t a  s e r i e .  Se  t r a t a  d e s d e  t u e g o  d e  I c o n j u n t o  d e  
t o d o s  l o s  n u m é r o s  c u y a s  e x p r è s  i o n e s  d e c i m a t e s  e n  b a s e  n c o n s t a n  d e  
l a s  c i f r a s  q u e  p u e d e n  o b t e n e r s e  c o mo  s u m a s  d e  n u m é r o s  e s c o g i d o s  
e n t r e  l o s  a j . E s  f â c i l  v e r  q u e  e l  c o n j u n t o  Cg e s  a u t o s e m e j a n t e ,
p o r q u e  s i  t o d a s  l a s  m è n e  i o n a d a s  s u m a s  s o n  b i , b g ............... b ^ ^ . I a
c o l e c c i ô n  d e  s e m e j a n z a s  ( y ,  1, 0  < i î m,  t a  I q u e  l yj  ( x )  = b j / n  +
x / n , v e r i f i c a :
U  V i  ( C g )  = C g  
i = 1
A d e m â s  s i  x € V j ( C g ) , t i e n e  e l  t é r m i n o  b j / n ,  y s i  y  € V j ( C g ) , t i e n e  
e l  t é r m I  n o  b j / n .  Como l a  d i f e r e n c i a  d e  e s t o s  t é r m  i n o s  v a l e  a l  m e n o s  
1 / n ,  X -  y /  O,  y a  q u e  l a  s uma  d e  t o d o s  l o s  t é r m i  n o s  d e  l a  s e r i e
a ^ / n Z  + a g / n ^  + ............  v a l e  e x a c t a m e n t e  s / ( n 2 - i ) ,  y c o m o  s  ‘ n - 1 ,
r é s u l t a  q u e  d i c h a  s u m a  e s  m e n o r  o i g u a l  a 1 / ( n + l )  < 1 / n ,  I o  q u e
s i g n i f i c a  q u e  n o  p u e d e  s e r  c o m p e n s a d a  c o n  e s t o s  t é r m  i n o s  l a  
d i f e r e n c i a  e n t r e  b j / n  y b j / n .  E s t o  p r u e b a  s e  c u m p l e  l a  c o n d i c i ô n  d e  
a b i e r t o  s e g û n  s e  h a  r a z o n a d o  e n  i ) ,  y  p o r  t a n t o  C g  e s  
a u t o s e m e j a n t e .  Se  o b t i e n e  l a  s i g u i e n t e  c u r i o s a  r e l a c i ô n  e n t r e  l a  
d i m e n s i ô n  d e  H a u s d o r f f  d e  C g  y  e l  n û m e r o  m d e  s u m a s  d i s t i n t a s  q u e  
p u e d e n  s e r  o b t e n i d a s  c o n  l o s  a j :
1 2 7
i )  d i m ( C g )  = l o g  m /  l o g ( n )
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5 . 4 . 1 .
S e a  f  u n a  f u n c  i ô n  a n a l f t i c a  r e a l  o c o m p l e j a  e n  u n  a b i e r t o  D.  
S u p o n e m o s  a d e m â s  q u e  f  n o  e s  p o l i n ô m i c a .  S e a  x g  € D y c o n s  i d e r e m o s  
e l  d e s a r r o I I o  en  s e r i e  d e  f  e n  x g :
00
f ( X )  = E  a , ( X  -  X g )  '
I - O
S e a  p e l  r a d i o  d e  c o n v e r g e n c  i a d e  l a  s e r i e  e n t e r a  E a j X ' .  A f i r m a m o s  
q u e  ;
i )  P a r a  t o d o  t  /  x q  p e r t e n e c  i  e n t e  a  u n a  b o l  a  B ^ { x q )  
c e n t r a d a  e n  x q  y  d e  r a d i o  r  -  p / 2 , l a  s e r i e  E  a j ( t - X Q ) '  e s  u n a  
s e r i e  f r a c t a l .
L a  c o n d i c i ô n  i )  d e  5 . 2 . 5  s e  c u m p l e ,  p o r q u e  s i e n d o  t  X xg ,  p a r a  q u e  
a i ( t - x g ) ‘ s e  a n u l e ,  s e  r e q u i e r e  q u e  a j I o  n a g a .  P e r o  como  f  n o  e s  
un  p o l i n o m i o  p o r  h i p ô t e s i s ,  i n f i n i  t o s  v a l  o r e s  d e  a j d e b e n  s e r  n o  
n u l o s .
L a  c o n d i c i ô n  i i i )  t a m b i é n  s e  c u m p l e ,  y a  q u e  t o m a n d o  r g  € R t  a I q u e  
I t - x g l  < r g  < r  t e n d r e m o s :
R i  = E I an  I I  ( t - x g ) n i  < E I a ^ l  ( r g ) "  
n > I n > i
M u l t i p l i c a n d e  p o r  2 '  s e  o b t i e n e :
2 ' R ,  < 2 ' E l a n t ( r g ) "  < E I a ^ l ( 2 r g ) n
n > I n > i
Como d e b i d o  a l a  e l e c c i ô n  d e  r g  e s  2 r g  < r  y  r  e s  e l  r a d i o  de
c o n v e r g e n c i a  d e  l a  s e r i e  e n t e r a  E , e s t a  d e b e  s e r  c o n v e r g e n t e
en  X = 2 r g .  p o r  I o  q u e  s u  r e s t o ,  E I a ^ I ( 2 r g ) ^ , t i e n d e  a c e r o .  E s t o
n > I
p r u e b a  q u e  2 ' R  -------» 0 . g
P u e d e  c o n s e g u I r s e  u n a  m e j o r a  en  l a  a c o t a c  i ô n  p a r a  e l  r a d i o  d e  l a  
b o l  a p a r a  l a  c u a l  l a s  s e r i e s  E a j ( t - x g ) '  s o n  f r a c t a I  e s , e n  e l  c a s o  
e n  q u e  f  s e a  c o m p l e j a ,  s i  a d e m â s  s u p o n e m o s  q u e  e l  r a d i o  de  
c o n v e r g e n c  i a d e  E a j X '  s e a  p î 1.  L a s  d e m à s  h i p ô t e s i s  s o n  i g u a l e s  
q u e  e n  e l  c a s o  a n t e r i o r ,  p e r o  a n o r a  s e  o b t i e n e :
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i i )  S i  t  €  B ^ ( x q J  y  t  /  X 0 , d o n d e  r  = ( P / Z ) ^ ^ ^
O b s e r v e m o s  q u e  c o m o  e s  p i  1 ,  p / 2  , q u e  e r a  l a  a c o t a c  i ô n  o b t e n i d a
p a r a  r  e n  e l  a n t e r i o r  d e s a r r o I l o , e s  p e o r  q u e  ( p / 2 ) * / 2 .
P a r a  p r o b a r  I o , b a s t a  d e m o s t r a r  , e n  l u g a r  d e  2 ' R j — ►O, 2 '  ( R ; ) ^ — ►O
I o  q u e  r é s u l t a  s u f i c i e n t e  a h o r a  q u e  E a ; C C , s e g û n  5 . 2 . 5 .  T o m a m o s  
c o mo  a n t e s  r g  v e r  i f  i c a n d o  I t - x g I  < r g  < r . T e n d r e m o s :
R j 2  = ( E l a „ l l t - x g l " ) 2  < ( e  I a ^ l ( r g ) " ) 2  =
n >  i n >  i
CD m
= E ( E l a j + 1 + p l  l a i + , + m - p ' ) r g 2 ( i + H + m  
m = 0  p = 0
S i  e s c r  i b  i mos  a h o r a  b p  = l a j + f + p l .  t e n d r e m o s :
00 m
R j 2  < [  E ( E b p . b p _ m ) r g m  ] r g 2 ( ' + D
m = 0  p = 0
A h o r a  b i e n ,  l a  s e r i e  E b p ( r g ) P  e s  c o n v e r g e n t e ,  y t a m b i é n  e s  
c o n v e r g e n t e  l a  s e r i e  E c „ , ( r g ) " ™  s i  e s  :
m
Cm = 2  b p . b p _ m  
p = 0
Ya  q u e  e n t o n c e s  :
E C m ( r g ) " '  = ( E b p ( r g ) P  ) 2
V o l v i e n d o  a l a s  d e s i g u a 1d a d e s  a n t e r i o r m e n t e  o b t e n i d a s ,  l a s  
e s c r  i b i mo s  a h o r a :
R j 2  < ( E C m ( r g ) m  ) . r g 2 ( i + U
Mu I t i p I  i c a n d o  p o r  2 ' *  ^ :
2 ' + l R j  2 < ( 2 . r o 2 ) , + i . (  E 0 ^ . r g ^ )  = ( 2 . r g 2 ) ' * l . s
D o n d e  S e s  l a  s u m a  d e  l a  s e r i e ,  q u e  e s  c o n v e r g e n t e  s e g û n  s e  r a z o n ô  
m â s  a r r i b a .  De r g  < ( p / 2 ) 1 / 2  s e  d e d u c e  q u e  2 . r g 2  < r  < i ,  p o r  I o  
q u e  ( 2 . r  2 ) i + 1 -------^ o , y p o r  t a n t o  2 ' . R  2  ► O. B
5 . 3 . 2 .  E j e m p I  o s
En  e l  a n e x o  d e  g r â f i c o s  d e  e s t e  c a p T  t u  I o , s e  e n c u e n t r a n  i n c l u i d o s  
e j e m p l o s  d e  f r a c t a l  e s  o b t e n  i d o s  a p a r t i r  d e  d i f e r e n t e s  f u n c  i o n e s  
a n a  I r t  i c a s .
L a  p r i m e r a  f a m i  I i  a d e  f r a c t a I  e s , c o r r e s p o n d i e n t e s  a d i s t i n t a s  s e -
1 2 9
r i e s  g e o m é  t r I  c a s  c o m p l e j a s  d e  r a z o n e s  m e n o r e s  a l a  u n i d a d ,  p u e d e n  
s e r  t a m o i é n  e n t e n d  i d o s  c o m o  f r a c t a I  e s  g e n e r a d o s  p o r  l a  f u n c i ô n  
a n a I T t i c a  c o m p l e j a  f ( z )  = l / ( l - z ) ,  c u y o  d e s a r r o l l o  e n  s e r i e  e n  e l  
o r  i g e n  e s  f ( z )  = E z ' ^ .  E l  r a d i o  d e  c o n v e r g e n c  i a d e  e s t a  s e r i e  e s  1,  
p o r  I o q u e  e n  s i t  € B p ( 0 ) ,  s i e n d o  r  = ( 1 / 2 ) -  j - 2 / 2 .  E t  ' e s  u n a
s e r i e  f r a c t a l ,  r e s u  I t a d o  q u e  y a  c o n o c i a m o s  p o r  e l  e s t u d  i o h e c h o  en  
5 . 2 . 1  p a r a  s e r i e s  g e o m é t r  i c a s . En  e s t e  e j e m p l o  s e  o b s e r v a  l a
v a r i e d a d  d e  f r a c t a I  e s  q u e  p u e d e n  o b t e n e r s e  c o n  u n a  û n i c a  f u n c i ô n  
a n a I T t i c a ,  y a  q u e  s e g û n  s e  s a b e  p o r  d i c n o  e s t u d i o , l a  d i m e n s i o n  d e l  
f r a c t a l  a s o c i a d o  a u n a  s e r i e  g e o m é t r i c a , d e p e n d e  d e  I m ô d u l o  d e  l a  
r a z ô n .
En  e l  m i s m o  a n e x o  f i g u r a n  f a m i l i a s  d e  f r a c t  a I e s  a s o c  i a d o s  a l a  
f u n c  i ô n  d e r i v a d a  d e  l a  a n t e r i o r ,  f ' ( z )  = E n z ^ “ ' .  L a  s i g u i e n t e
c o r r e s p o n d e  a l a  f u n c  i ô n  g ( z ) = E z " *  ^ / ( n  + 1) . En e s t a s  t r è s
f a m i l i a s  s e  p u e d e  o b s e r v a r  c o m o .  a i g u a l e s  v a l o r e s  d e  t  s e  o b t i e n e  
m a y o r  m a s a  e n  l a  f u n c  i ô n  e n  c u y o  d e s a r r o I  I o  en  s e r i e  e l  c o e f i c i e n t e  
c o r r e s p o n d  I e n  t e  a i g u a l  p o t e n c i a  d e  z e s  m a y o r .  L a  f  am i l i a d e
f r a c  t  a I e s  c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  f u n c i ô n  e x p o n e n c i a  I y e n  g e n e r a l  a 
f u n e i o n e s  t r a s c e n d e n t e s . s o n  d e  e s t r u c t u r a  e x c e s i v a m e n t e  f i n a  p a r a  
s e r  V i s u a l  i z a d o s  g r â f i c a m e n t e . L a  s i g u i e n t e  f  am i I i a d e  f r a c t a I  e s  
r e p r e s e n t a d a , c o r r e s p o n d e  a s e r i e s  b i n ô m i c a s  a s o c i a d a s  a l a  f u n c  i ô n  
f ( z )  = ( 1 + z ) *  ^ p a r a  v a  l o r e s  n e g a t i v e s  d e  a .
5 . 3 . 3 .
P r o c e d e m o s  a h o r a  a e x a m i n a r  l a  d i m e n s i ô n  d e  l o s  f r a c t a I  e s  o b t e n i d o s  
p o r  me d  i a c i ô n  d e  l a  f u n c i ô n  a n a I T t i c a  r e a l  f ( x )  = l / ( l - x ) 2  en  un
e n t o r n o  d e l  o r i g e n .
S e a  a i ( x )  = ( i + 1 ) x ' e l  t é r m i n o  g e n e r a l  d e l  d e s a r r o I  I o  e n  s e r i e  en
e l  o r i g e n  d e  f ( x ) . S a b e m o s  q u e  s i  0  < I t  I < 1 / 2 ,  l a  s e r i e  d e  
t é r m i n o  g e n e r a l  a ; ( t ) = ( i +1 )  t ' e s  u n a  s e r i e  f r a c t a l ,  y I I a m a r e m o s
C g ( t ) a l  c o n j u n t o  f r a c t a l  a s o c i a d o  a e s t a  s e r i e .  No s  p r o p o n e m o s  
p r o b a r  e l  s i g u i e n t e  t e o r e m a :
i )  S i  O < ! t  ! < 1 -  ( 1 / 2 ) ^ ^ ^ ,  y  s e s  l a  d i m e n s i ô n  d e
H a u s d o r f f  d e  C a ( t ) ,  e n t o n c e s :
l o g  2
l o g ( l / l  t l )
L a  a c o t a c i ô n  s u p e r i o r  s e  o b t i e n e  u t i l i z a n d o  e l  r e s u  I t a d o  5 . 2 . 7 .  L a  
a c o t a c I ô n  i n f e r i o r  s e  o b t i e n e  c o n s t r u y e n d o  u n a  a p l i c a c i ô n  
I I p s c h I t z I  an a d e  C g ( t ) s o b r e  e l  f r a c t a l  a u t o s e m e j a n  t e  g e n e r a d o  p o r  
l a  s e r i e  g e o m é t r i c a  d e  r a z ô n  t  P r o c é d â m e s  a p r o b a r  e l  r e s u  I t a d o , 
d i V i d i é n d o  l a  d e m o s t r a c i ô n  e n  s u c e s i v a s  e t a p a s .  L a  p r i m e r a  s e r a :
a )  S i  O < I  t  I  < f -  ^’2 / 2  e n t o n c e s  V i €  N "  :
/  a i ( t )  I  > R j ( t )  = E  /  /
n > i
1 3 0
C o m e n c e m o s  p o r  p r o b a r  I o  c u a n d o  i = O.  Se  t r a t a  d e  d e m o s t r a r
1 > 2 1 t I  + 3 I t I  2 + 4 I 1 1  3 + .....................
B a s t a  p r o b a r  q u e  s i  O < t  < 1 -  f 2 / 2 . e n t o n c e s
[ 1 ]  1 > 2 t  ♦ 3 t 2  + 4 t 3  + ....................
E l  s e g u n d o  m i e m b r o  d e  e s t a  d e s  i g u a  t d a d  v a l e  1 / ( 1 - t ) 2  _ 1 , p o r  I o
q u e  l a  d e s  i g u a I  d a d  e s  é q u i v a l e n t e  a :
2  > 1 / ( 1 - t ) 2
D e s  i g u a I  d a d  q u e  e s  c i e r t a  s i  O < t  < 1 -  f 2 / 2
P a r a  e l  c a s o  g e n e r a l ,  b a s t a  d e m o s t r a r  q u e  s i  O < t  < 1 - f 2 / 2  :
( i + 1 ) t ' > ( i + 2 ) t ' + '  + ( i + 3 ) t ' + 2  + ( , + 4 ) t ' +3
D i v i d i e n d o  p o r  e l  p r i m e r  m i e m b r o  s e  o b t i e n e  q u e  e s t a  d e s  i g u a I  d a d  e s
e q u  i v a  I e n t e  a :
i +2  i + 3 i +4
1 >   t  ♦   t 2  +   t ^
i ♦ 1 i + 1 i + 1
P e r o  p a r a  t o d o  i , K € N * ,  s e  v e r i f i c a  ( i + K ) / ( i + i )  < k , p o r  I o  q u e
e s t a  d e s  i g u a l d a d  s e  d e s p r e n d e  d e  l a  [ l ) . |
A c o n t i n u a c i ô n  v a m o s  a p r o b a r  u n  r e s u  I t a d o  a n a l o g o  p a r a  l a  s e r i e  
o b t e n i d a  p o r  d e r  i v a c  i 6 n t é r m  i n o  a t é r m i n o  d e  E a j ( x ) .
b )  s i  O < I  t  I  < 1 -  ( 1 / 2 ) ^ ^ ^  e n t o n c e s  V  i  €  N " :
( i * ^ 2 )  ( i * 1 )  I t l '  > (  i + 3 )  (  i  * 2 )  ! t !  '  + (  i * 4 )  (  i * 3 }  ! t  ! ' + . . .
Se c o m i e n z a  p r o b â n d o l o  c omo  a n t e s  p a r a  i = 0 .  B a s t a  p r o b a r  q u e  s i
0  < t  < 1 -  ( 1 / 2 ) 1 / 3  .
[ 2 J  2 > 3 . 2  t  + 4 . 3  + 5 . 4  t ^  +
E l  s e g u n d o  m i e m b r o  d e  e s t a  d e s i g u a l d a d  v a l e  2 / ( 1 - t ) 3  _ 2 , p o r  I 
q u e  l a  d e s  i g u a l d a d  e s  é q u i v a l e n t e  a ;
2 >   -  2
( 1  -  t )
Y e s t a  s e  v e r i f i c a  s i e m p r e  q u e  O < t  < 1 -  ( 1 / 2 ) ’ / 3
P a r a  p r o b a r  e l  c a s o  g e n e r a l ,  b a s t a  p r o b a r  q u e  s i  0  < t  < 1
( 1 / 2 ) 1 / 3  :
( i + 2 )  ( i + 1 ) t ' > ( i + 3 )  ( i + 2 ) t ' + ( i + 4 ) ( i + 3 ) t ' + 2  + .................
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Qu e  d i v i d i e n d o  p o r  e l  p r i m e r  m i e m b r o ,  e s  é q u i v a l e n t e  a :
( i + 3 ) ( i + 2 )  ( i + 4 ) ( i + 3 )  ( i + 5 ) ( i + 4 )
[ 3 Î  1 >   t  +   t 2  ♦  t 3 |
( i +2 ) ( i + 1) ( i + 2 ) ( i + i )  ( i + 2 ) ( i + 1)
P e r o  t e n i e n d o  e n  c u e n t a  q u e  V i 6 K
( i +k)  ( i + k - l ) k ( k - 1  )
[ 4 1
( i + 2 ) ( i +1 )
D i v i d i e n d o  a m b o s  m i e m b r o s  d e  l a  d e s  i g u a I d a d  [ 2 ]  e n t r e  2 ,  u t i l i z a n d o  
a c o n t i n u a c i ô n  l a  [ 4 ] ,  s e  o b t i e n e  l a  [ 3 ) .  g
C l  s i g u i e n t e  p a s o  s e r a
c )  S i  P j  e s  l a  f u n c i ô n  d e  r e p e t  i  c  i ô n  (  v e r  5 . 2 . 6  )  a s o ­
c i a d a  a  E a j ( t ) ,  y  e s  0 < l t l < t -  ^ 2 / 2 , t e n e m o s :
p ,  = 2  y  i  €  N *
Se t r a t a  s i m p l e m e n t e  de  p r o b a r  q u e  t o d a s  l a s  s u m a s  d e  t e r m i n e s  d e
l a  s e r i e  f o r m a d a s  c o n  l o s  i p r i m e r o s  t e r m i n e s ,  s o n  s i e m p r e  
d i f e r e n t e s .  L a  d e s  i g u a I d a d  p r o b a d a  e n  a )  e s  l a  r a z ô n  q u e  n o s
p e r m  i t e  a s e g u r a r l o .  S e a n  P j  l a s  p a r t e s  d e  I c o n j u n t o  ( 0 , 1 , 2 ,  . . . , i 1, 
y  s e a n  l . j  € P j ,  I X J .  E n t o n c e s  s e r a  l A J  X X-  C e n s i d e r e m o s  e l  
î n d i c e  k  = m i n i  l A J ) .  C e n s  i d e r e m o s  l a  e x p r è s  i ô n :
E a j ( t )  -  E a ; ( t )
I J
E l  p r i m e r  t é r m i n o  q u e  n o  s e  a n u l a  e s  a « ( t ) ,  p e r o  s e g û n  s e  n a  
p r o b a d o  e n  a ) ,  e n t r e  t o d o s  l o s  t é r m  i n o s  d e  l a  s e r i e  q u e  s i g u e n  a
a | ^ ( t ) ,  s u m a d o s  e n  v a l o r  a b s o l u t o ,  n o  M e g a n  a s u m a r  e l  v a l o r
a b s o l u t o  d e  a ( t ) ,  p o r  I o  q u e  l a  e x p r è s  i ô n  n o  s e  p u e d e  a n u l a r .  ■  
k  ■
P o d e m o s  a h o r a  o b t e n e r  l a  a c o t a c i ô n  s u p e r i o r  p a r a  l a  d i m e n s i ô n :
d )  s  i  O < I t  l  < f -  4 T 2 /2  y  s  e s  l a  d i m e n s i ô n  H a u s d o r f  f
d e  C g ( t ) :
! o g 2
S  <---- --------------------------
l o g ( l / l  t  I )
P a r a  d e m o s t r a r l o ,  b a s t a  u t i l i z a r  e l  r e s u  I t a d o  d e  5 . 2 . 7 .  S e g û n  e l  
c i t a d o  r e s u  I t a d o , t e n d r e m o s :
[ 5 ]  s  i  I i m  i n f  -  l o g  P j / l o g  R ;
S a be mos  p o r  c )  q u e  p j  = 2 ' *  1,  y a d e m â s ,  u t i l i z a n d o  e l  h e c h o  de  q u e  
e s  V i € N a j ( x )  e s  l a  d e r i v a d a  d e  b j  ( x )  = x ' ^ ’ , y q u e  l a  s e r i e  
E b j ( X )  s e  p u e d e  d e r i v a r  t é r m i n o  a t é r m i n o  s i  t  € ( - 1 , 1 ) ,  p o n i e n d o :
1 3 2
t  i +2
S j * , ( t )  = E b n ( l )  = -----------------
n> I ♦ 1 1 -  t
T , ( t )  = E a n ( t )
n>  i
R é s u l t a  :
t ' + 1 [ ( 1+ 2 ) ( 1- t )  + t  )
T j  ( t )  = ( S j + 1 ( t ) ) '  =----- ----------
( 1-  t  ) 2
S i  como d e  c o s t u m b r e  l I a m a m o s  R ; ( t )  a l a  suma E l a j ( t ) I ,  s e  t i e n e  
q u e  R j ( t )  = T j (  I t  I ) ,  p o r  I o  q u e  s u s t  i t u y e n d o  e n  [ 5J  p,  y R j ( t )  
p o r  l o s  v a  I o r e s  h a l l a d o s ,  s e  o b t i e n e :
( i + 1) I o g  2
s î I im i n f ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
( i + 1) l o g l t l + l o g  [ ( i + 2 ) ( 1- l t l ) + l t l ) - l o g ( 1- l t l ) + l o g 2
I o g  2
l o g ( 1 /  I t  I )
Q u e  e r a  l a  d e s  i g u a l d a d  d e s e a d a . g
P a r a  c o n c l u i r  l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  I t e o r e m a  c o n s  i d e r e m o s  l a  f u n e  i ô n  
g ( X )  = x / ( 1 - x ) ,  a n a I T t i c a  en  u n  e n t o r n o  d e l  o r  i g e n  d e  r a d i o  1.  E l
t é r m i n o  g e n e r a l  d e  s u  d é s a r r o i l o  e n  s e r i e  e s  b j ( x )  = x ' + 1 .
C o n s  i d e r e m o s  l a  s e r i e  d e  t é r m i n o  g e n e r a l  b j ( t )  = t ‘ ^1 , q u e  e s  u n a
s e r i e  f r a c t a l  s i  0  < I t  I < 1 / 2 .  y t i e n e  a s o c i a d o  u n  c o n j u n t o  
f r a c t a l  a u t o s e m e  j  a n t e  C t j ( t )  c u y a  d i m e n s i ô n  d e  H a u s d o r f  f  e s ,  s e g û n
l o  p r o b a d o  e n  i i )  d e  5 . 3 . 3  l o g  2 / I o g ( 1 / I t  I ) .  P r o b a r e m o s  e l
s i g u i e n t e  r e s u  I t a d o :
e )  S i  O < ! t  ! < 1 -  ( 1 / 2 ) i / ^ ,  e x i s t e  u n a  a p l i c a c i ô n  
! i  p s c h t z  i  a n a  y  s o b r e y e c t  i  v a  V  : C g ( t )   p C ^ ( t ) .
L a  a p l i c a c i ô n  s e  d e f i n e ,  s i  I C N *  :
y (  E a , ( t )  ) = S b j ( t )
16 1 i €  1
P a r a  a s e g u r a r n o s  d e  q u e  s e  t r a t a  d e  u n a  a p l i c a c i ô n  e s  p r e c  i s o  
p r o b a r  q u e  t o d o s  l o s  e I e m e n t o s  d e  C g ( t ) t i e n e n  u n a  r e p r e s e n t a c i ô n  
û n i c a  d e  l a  f o r m a  :
E a j  ( t )  , I C N»
i € I
S i  l , J  C N *  s o n  t a i e s  q u e  I /  J ,  e n t o n c e s  s e  p r u e b a
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I c  a , ( t )  -  C a , ( t )  I X 0  
i € l  i € J
U t i l i z a n d o  l a  p r o p i e d a d  a ) ,  y n a c i e n d o  u s o  d e  t a  a r g u m e n t a c i ô n  d a d a  
e n  i i i )  d e  5 . 2 . 4 .
P a r a  O e m o s t r a r  q u e  s e  t r a t a  d e  u n a  a p l i c a c i ô n  I i p s c h  i t z  i an.a,  
c o n s  i d e r e m o s  d o s  p u n t o s  s i , S 2  6  C g ( t ) .  S e a  p a r a  c 1 e r t o s  l . J  C N ' :
s ,  = E a j  ( t )  ; S 2  = E 3 j ( t )  
i € l  j € J
Y c o n s  i d e r e m o s  l a s  f u n c i o n e s :
f  1 ( x )  = E P j ( x )  ; f  2  ( k )  = E b j  ( x )
i € l  i € J
C o n s  i d e r e m o s  t a m b i é n  l a  f u n c  i ô n  F ( x )  = f 1 ( x )  -  f g ( x ) .  A p I i  c a n d o  e t
t e o r e m a  d e l  v a l o r  m e d i o  a e s t a  f u n c  i ô n  e n  e l  i n t e r v a l o  { O , t ) , s e  
o b t  i e n e :
F ( t )  = F ' ( X ) t , X € ( 0 . t )
T o m a n d o  v a  I o r e s  a b s o l û t e s :
I F ( t )  l = I F ' ( x )  I I t l
Como I a s  s e r i e s  q u e  d e f  i n e n  f j ( x )  y f g ( x )  s e  p u e d e n  d e r i v a r  
i n d e f I n i d a m e n t e  t é r m i n o  a t é r m i n o  e n  e l  i n t e r v a l o  ( - 1 ^ 1 ) ,  r é s u l t a  
q u e  :
F "  ( X )  = E b j " ( x )  -  E b j " ( x )  . X e ( - 1 , 1 )
i €  1 1 6 J
A h o r a  b i e n ,  s i  I X J ,  u t i l i z a n d o  e l  r e s u I t a d o  d e  b )  y  e l  
r a z o n a m i  e n t o  e f e c t u a d o  e n  i i i )  d e  5 . 2 . 4 ,  t a  I c o m o  s e  h a  h e c h o  mâ s  
a r r i b a ,  s e  o b t i e n e  q u e  e l  s e g u n d o  m i e m b r o  d e  t a  i g u a l d a d  e s
d i s t i n t o  d e  c e r o  s 1 O < I t  I < i -  ( 1 / 2 ) 1 / 3  d e  d o n d e  s i  t
s a t I s f a c e  e s t a s  c o n d i c i o n e s :
I F ' ( X )  I < I F ' ( t )  I
L o  q u e  s I g n I f I c a :
I F ( t )  I S I F ' ( t )  I I t  I
L a  p r u e b a  c o n c l u y e  s i n m â s  q u e  o b s e r v a r  q u e  F ( t ) = y C s j )  -  V ( S g ) , y
q u e  F ' ( t )  = s  1 -  S g ,  c o n  l o  q u e  s e  o b t i e n e :
I y ( s , )  -  V ( s g )  I < I s ,  -  Sg I (1 -  ( 1 / 2 ) 1 / 3 )
Q u e  p r u e b a  q u e  y  e s  I 1 p s c h  i t z 1 a n a . Qu e  y  e s  s o b r e y e c t i v a ,  e s  
é v i d e n t e ,  g
1 3 4
F i n a l  m e n t e  p r o b a r e m o s  l a  a c o t a c i ô n  i n f e r i o r  d e  l a  d i m e n s i ô n :
f )  Si O < l t I < (1 - y S e! la dimensiôn
Hausdortf de Cg( t ) :
l o g 2 / l o g ( 1 / l  t  I ) S s
E s t o  e s  c o n s e c u e n c  i a d e  e )  y d e  un  c o n o c  i d o  l e m a  ( v e r  r é f .  [ F 1 ]
) q u e  a f i r m a  q u e  s i  e x i s t e  u n a  a p l i c a c i ô n  I i p s c h  i t z  i a n a  y s o b r e y e c -
t  i v a  y  : E----------- P F ,  d o n d e  E y  F s o n  s u b c o n j u n t o s  d e  u n  e s p a c i o
m é t r i c o ,  e n t o n c e s :
H ® ( F )  S H ® ( E ) c ®
d o n d e  c  e s  l a  c o n s t a n t e  d e  L i p s c h  i t z  d e  Q.  N a t u r a I  m e n t e  e s t o  
e n t r a n a  q u e  d i m ( F )  î d i m ( F ) .  En n u e s t r o  c a s o  F = ( t ) t i e n e
d i m e n s i ô n  l o g  2 / 1 o g ( 1 / 1 t  I )  s e g û n  s e  n a  s e n  a I a d o  y a ,  y  d e  a q u î  s e  
d e d u c e  e l  r e s u  I t a d o . Q u e d a  c o n c l u i d a  l a  p r u e b a  d e  f ) ,  y  t a m b i é n  d e l  
t e o r e m a . g
E s t e  r e s u  I t a d o  s e  p u e d e  g e n e r a  I i  z a r  a t o d a s  l a s  f u n c  i o n e s  d e  l a  
f o r m a  1 / ( 1 - x ) * ^ ,  k  € N,  o b t e n  i ë n d o s e  a s î  e l  s i g u i e n t e  r e s u  I t a d o :
i i )  Si R € N. O < I t I < I -  (1/2) y E a j ( t )  es
una ser ie de término general 1/(1 - t ) i^ . el  f r a c ta l  Cg(t) asociado a 
esta ser ie t iene dimensiôn log 2 / l o g ( 1 / l t l ) .
P a r a  p r o b a r  I o  s e  r e a l i z a r î a  i n d u c t i v a m e n t e . S a b  i e n d o  l a  d i m e n s i ô n  
d e  l o s  f r a c t a I  e s  g e n e r a d o s  p o r  1 / ( t - x ) 2 , o b t e n i d a  en  e l  t e o r e m a  
a n t e r i o r ,  s e  c o n s t r u y e  u n a  a p l i c a c i ô n  I i p s c h  i t z  i a n a  y s o b r e y e c t  i v a  
d e  l o s  g e n e r a d o s  p o r  1 / ( 1 - x ) 3  s o b r e  l o s  g e n e r a d o s  p o r  1 / ( 1 - x ) 2  p e  
l a  f o r m a  i n d  i c a d a  e n  e l  p a s o  f )  d e  l a  a n t e r i o r  d e m o s t r a c i ô n ,  y  e s t o  
n o s  p r o p o r c  i o n a  l a  a c o t a c  i ô n  i n f e r i o r .  E l  p a s o  b )  a h o r a  s e  c o n s  i g u e  
p o r  i d é n t i c o  p r o c e s o ,  p e r o  i m p o n i e n d o  0  < I t  I < 1 -  ( 1 / 2 ) 1 / ^ . L a  
a c o t a c  i ô n  s u p e r i o r  s e  c o n s  i g u e  co mo  e n  d )  , y e s t o  p e r m  i t e  o b t e n e r  
l a  c o n c l u s i ô n  e n  e l  c a s o  k  = 3 ,  p r o c e d i é n d o s e  i n d u c t i v a m e n t e  c o n  e l  
r e s t o  d e  l o s  v a l  o r e s  d e  k .
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s . s .  OTROS ALGOR ITMOS PARA L A  GENERACI ON DE F R A C T A L E S
En e s t e  a p a r t a d o  s e  m u e s t r a  c o m o  p u e d e n  o b t e n e r s e  f r a c t a I  e s  p o r  
p r o c e d  i m i  e n t o s  a n â l o g o s  a l o s  d e s c n t o s  e n  e l  a p a r t a d o  2 , p e r o  
u t i l i z a n d o  o t r o s  a l g o r i t m o s .
5 . 5 . 1 .  O b t e n c  i 5 n  d e  f r a c t a I  e s  m e d i a n t e  p r o d u c t o s  i n f i n i  t o s .
S e a  e l  p r o d u c t o  i n f i n i t o :
n  ( 1 ♦ a i )
i = 0
D o n d e  a ; e s  u n  n û m e r o  r e a l  o  c o m p l e j o ,  y  s u p o n g a m o s  q u e  e s  
a b s o I u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e .
D e f i n i m o s  :
Cg  = U n  (1 ♦ a j )
I C N *  i € l
P r o b a r e m o s  q u e  s i  l a  s e r i e  E a j v e r i f i c a  l a s  c o n d i c i o n e s  
s u f  i c  i e n t e s  p a r a  s e r i e  f r a c t a l  d e  5 . 2 . 6 ,  e l  p r o d u c t o  i n f i n i t o  
t a m b i é n  e s  f r a c t a l ,  e n  e l  s e n t  i d o  d e  q u e  s e  v e r i f i c a  q u e  Cg t i e n e  
e s  u n  c o n j u n t o  c o m p a c t o  y p e r f e c t o  c o n  p o t e n c i a  d e I  c o n t i n u e ,  y  q u e  
L g ( C a )  = 0 ,  s i e n d o  a  = 1 , 2 ,  s e g û n  q u e  e l  p r o d u c t o  s e a  r e a l  o
c o m p I e j o .
S I n  p é r d i d a  d e  g e n e r a l ! d a d ,  p o d e m o s  s u p o n e r  q u e  1+ a ; y  O V i E N * .
P r o b a r e m o s  p r i m e r o :
/ J  S i  p a r a  i n f i n i t o s  v a l o r e s  d e  i  e s  a y  /  O,  Cg t i e n e  
p o t e n c  i  a  d e !  c o n t i n u e ,  y  e s  un  c o n j u n t o  c o m p a c t e  y  p e r f e c t o .
C o n s i  d e r e m o s  l a  s e n e  E I o g  ( 1 + a ; ) d o n d e  l o g  r e p r e s e n t s  l a  r a m a  
p r i n c i p a l  d e  l a  f u n c  i ô n  l o g a r f t m i c a  c o m p l e j a  D i c h a  s e r i e  e s
a b s o I u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e  y t i e n e  i n f i n i  t o s  t e r m i n e s  n o  n u  I o s , p o r
l o  q u e  e l  c o n j u n t o  C^j a s o c i a d o  a e I I a , t i e n e  s e g û n  i i i )
Ca
d e
p o t e n c I  a d e  I 
d e f i n i d a  p o r :
c o n t i n u e .  L a  a p l i c a c i ô n  b i y e c t i v a  y
5 . 2 .  3
y( n ( 1 +
i €  I
) )  = l o g  ( n ( 1 
i €  I
) ) = E l o g ( 1  
i €  I
d o n d e  l o g  e s  s i e m p r e  l a  r a m a  p r i n c i p a l  d e  l a  f u n c  i ô n  I o g a r î  t m i c a  
c o m p l e j a ,  p r u e b a  q u e  Cg t i e n e  p o t e n c  i a d e l  c o n t i n u e .  Como  y e s  
u n  h o m e o m o r f i s m o , y c o m o  C ^  e s  u n  c o n j u n t o  c o m p a c t o  p o r  5 . 2 . 2  y 
p e r f e c t o  s e g û n  i i )  d e  5 . 2 . 4 ,  o b t e n e m o s  e l  r e s u  I t a d o .  g
1 3 6
S e a  a h o r a  P j  l a  f u n c i 6n d e  r e p e t i c i ô n  a s o c i a d a  a l a  s e r i e  E a ,  y Rj  
. como u s u a l m e n t e ,  E a j , y a  = 1 , 2  s e g û n  l a  s e r i e  s e a  r e a l  o 
n> i
c o m p l e j a .  Se  c u m p l e :
i i )  S i   P O,  e n t o n c e s  L f g ( C g )  -  O
P a r a  p r o b a r I o , e s c r  i bamos  l a  p r o p i e d a d  c o r r e s p o n d i e n t e  a  l a  
p r o p i e d a d  de  b i p a r t  i c i ôn  en f r a c t a I  e s  a s o c  i a d o s  a s e r i e s  ( v e r
5 . 2 . 3  ) .  A h o r a  p o d r e m o s  e s c r i  b i  r  p a r a  c u a l q u i e r  J € N " :
Ca  = U ( n  ( 1 ♦ a j  ) . C a  )
l € P j  J€ I i +1
D o n d e  Pj  s o n  I a s  p a r t e s  d e  ( 0 , 1 , 2 ................. i ) ,  y Cg r e p r e s e n t s  t o d o s
i +1
I o s  p r o d u c t o s  q u e  p u e d e n  f o r m a r s e  c o n  t S r m i n o s  d e  l a  s e r i e  a p a r t i r  
d e l  i + 1 ,  i n c l u s i v e .  T e n d r e m o s :
i n  L g ( C a )  { p i . p . L a ( C a  )
i +1
D o n d e  p = n  ( 1+ I a j I ) .  T e n g a m o s  en c u e n t a  p a r a  e l l o  q u e :
i 6 N*
L a  ( ( n  (1 + a j ) ) . C a  ) ‘ p .  L a i  Ca  )
J€ I i i
Y t a m b i é n  q u e  l a  f u n c  i ôn  de  r e p e t i c i ô n  a s o c i a d a  a l a  s u c e s  i ô n  1 + a   ^ ,
1+ a g , 1+ 8 3 , .  . .  , e s  l a  m i s m a  q u e  l a  a s o c i a d a  a a 1 , a g . a g ............
A n a I i  c emos  a h o r a  e l  p r o d u c t o :
m
n  ( l + 3 j )  = l + E a ^ i  ♦ E agia^D + E an®m®p ■♦■• • • •
n= i +1 n > i n > m> i  n > m > p > i
S i  X € Ca  I d e s a r r o I  I a n d o  e l  p r o d u c t o  de  I o s  f a c t o r e s  q u e  l o
i
c o m p o n e n , o b t e n e m o s  a l g u n o s  d e  l o s  s um a n do s  d e  I s e g u n d o  m i e m b r o ,
e n t r e  l o s  c u a l e s  s i e m p r e  e s t a r â  e l  1.  P o r  e s o  s e  p u e d e  a f  i r m a r , s i
Rj  = E ap s i  t omamos  i s u f i c i e n t e m e n t e  a v a n z a d o  p a r a  q u e  Ry < 1 :
n > i
I x - I I S I  E an I + I E a^am | ♦..... ......................  î
n > i n>m> i
< Rj  + R j 2  ♦ R j 3  4, ...............  = R j / ( 1 - R j )
E s t a  d e s  i g u a I d a d  p r u e b a  q u e  l o s  e I e m e n t o s  d e  Cg p e r t e n e c e n  a u n a
i +1
b o l  a de  c e n t r o  1 y r a d i o  R j / ( 1 - R j ) ,  I u e g o :
L a l C g  ) < (2R j / d - R j
i +1
1 37
- > 0 , s u s t i  t u y e n d o  e nL o  q u e  e n  n u e s t r a  h i p ô t e s i s  d e  q u e  p , R j CL .
( 1 J ,  y h a c  i e n d o  t e n d e r  i a i n f i n i t o ,  p r o p o r c  i o n a  L (C ) = O . B
a  a ■
E n  e l  a n e x o  d e  e s t e  c a p T  t u  I o , s e  i n c l u y e n  a l g u n o s  f r a c t a I  e s  
g e n e r a d o s  m e d  i a n t e  p r o d u c t o s  i n f i n i  t o s  d e  l a  f o r m a  s e n a l a d a  e n  e s t e  
p u n t o .
S . 5 . 2 .
I n c l u i m o s  a c o n t i n u a c i ô n  o t r o s  a I g o r  i t m o s  d e  g e n e r a c  i ô n  d e  
f r a c t a I  e s  b a s a d o s  e n  i d e a s  s i m i I  a r e s  a l a s  d e  l o s  y a  v i s t o s .  
H a r e m o s  s o  I a m e n t e  u n a  d e s c r i p c i ô n  y a  q u e  n o  h e m o s  d é s a r r o i l a d o  
t o d a v î a  e l  a n â I i s i s  d e t a l l a d o  d e  l o s  m i s m o s .
E l  a l g o r i t m o  d e  g e n e r a c  i ô n  d e  f r a c t a l e s  p o r  s e r i e s ,  p u e d e  t a m b i é n  
m i r a r s e  b a j o  e l  s i g u i e n t e  p u n t o  d e  v i s t a :  T o ma mos  u n a  s e r i e
a b s o I u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e  E a j , a j E R " , y  c o n s  i d e r a m o s  e l
c o n j u n t o  f l g  d e  t o d a s  l a s  s u c e s  i o n e s  i n f i n i t a s  d e  c e r o s  y  u n o s ,  d e
m a n e r a  q u e  s i  a  € g t g , V  i € n “ , O j  = O ô a  j = J .  E n t o n c e s :
Cg = u  E a j  a j 
a E » g  i E N *
C o i n c i d e  c I a r a m e n t e  c o n  e l  c o n j u n t o  a s o c i a d o  a l a  s e r i e  E  a j 
c o m o  f u é  d e f i n i d o  e n  5 . 2 . 1
t a l
Un c o n j u n t o  n o t a b l e  q u e  p u e d e  s e r  o b t e n  i d o  med i a n t e  u n a  
r - e p r e s e n t  a c  i ô n  s i m i l a r  , e s  e l  c o n j u n t o  d e  S e s  i c o v  i t c h . q u e  t i e n e  
p r o p  i e d a d e s  g e o m é t r  i c a s  m u y  i n t e r e s a n t e s  d e s c r  i t a s  p o r  M . d e  
G u z m a n . ( v e r  r e f  [ M 2 ] )
D i c h o  c o n j u n t o  s e  c o n s t r u y e  ( v e r  f  i g 5 . 1  ) r e t i r a n d o  d e  un  c u a d r a -  
d o  e l  c o m p I e m e n t a r i o  d e  l o s  c u a t r o  c u a d r a d o s  s o m b r e a d o s  , y I u e g o  
p r o c e d  i e n d o  a h a c e r  l a  m i s m a  o p e r a c i ô n  e n  c a d a  u n o  d e  e l l o s ,  y 
r e p i t i e n d o  e s t e  p r o c e s o  i n d é f i n i  d a m e n t e .
K
H
f i g  5 . 1
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No e s  d i f î c i l  p r o b a r  q u e  d i c h o  c o n j u n t o  s e  r e p r e s e n t s  me d  i a n t e  l a  
e x p r e s i ô n :
00
U E ( 1 / 2 ) ' . ( O j . 0 i )
a C R g  i = 1
D o n d e  0 i  = a i  s i  i e s  i m p a r ,  y  0 i  = 1 -  a i ,  s i  i e s  p a r
C o n s i d e r e m o s  a h o r a  e l  c o n j u n t o  A g  d e  t o d a s  l a s  s u c e s i o n e s  f o r m a d a s
c o n  l o s  n u m é r o s  0 , 1 , - 1 , y  l a  m i s m a  s e r i e ,  y s e a  e l  c o n j u n t o :
C g '  = U E a ; a j  
a € A g  i € N »
E s  f â c i l  v e r  q u e  e s t e  c o n j u n t o  c o i n c i d e  c o n  e l  c o n j u n t o :
( X -  y : X , y  € Cg  )
U n a  c o n d i c i ô n  s u f i c i e n t e  p a r a  q u e  s u  m e d i d a  L e b e s g u e  s e a  n u  I a , 
s e r â ,  s e g û n  r a z o n a m i e n t o s  s i m i  l a r e s  a l o s  d e s a r r o I  I a d o s  e n  5 . 2 . 5 ,
q u e  3 '  (R i ) "   ► O.  En e l  c a s o  d e  q u e  l a  s e r i e  s e a  g e o m é t r  i c a  d e
r a z ô n  r  , C g '  s e  e s c r i b i r â :
C g '  = ( - a o  + r C g ' ) U ( r C g '  ) U ( a g  + r C g '  )
P o r  l o  q u e  s i  p o n e m o s  ( x )  = - S q  + r x , V g  ( x )  = r x , y g ( x )  = a g  + r x ,
s e  t e n d r â :
C g '  = ( C g )  U y g ( C g )  U y s ( C g )
L o  q u e  p r u e b a  q u e  C g '  e s  a u t o s e m e j a n t e  s i  i m p o n e m o s  c o n d i c i o n e s  
• a d e c u a d a s  a r .  E s  s u f i c i e n t e  q u e  I r  I < 1 / 2  p a r a  e v i t a r  e l  s o  I a p a ­
mi  e n t o , ( n o  s e r â  s e g u r a m e n t e  n e c e s a r  i o ) ,  y e n  t a  I c a s o  e l  f r a c t a l
C g '  t e n d r â  d i m e n s i ô n  l o g  3 /  I o g ( 1 / I r I ) .
E l  p r o c e s o  d e s c r i t o  p u e d e  a m p l i a r s e  en  f o r m a s  m u y  v a r i a d a s .  P o r  
e j e m p l o ,  s i  s u s t  i t u  i m o s  e l  c o n j u n t o  A g  p o r  e l  A g , f o r m a d o  p o r  
s u c e s  i o n e s  d e  l o s  n u m é r o s  - 2 , - 1 ,  O,  1,  2 ,  s e  o b t e n d r  î  a e l  c o n j u n t o  
C g " ,  e t c .
Mâ s  e n  g e n e r a l ,  p o d e m o s  c o n s t r u i r  c o n j u n t o s  " f r a c t a I  e s "  a t r a v é s  d e  
l a  s i g u i e n t e  d e f i n i c i ô n :
S e a  c o m o  a n t e s  E a j , a ;  € R "  V i 6  N ‘ , u n a  s e r i e  a b s o I u t a m e n t e  
c o n v e r g e n t e ,  y  s e a  A „  e l  c o n j u n t o  d e  s u c e s i o n e s  d e  l o s  n e l e m e n t o s
d e l  c o n j u n t o  < 1 , n >  = ( 1 , 2 , 3  n J,  y s e a  a  : < 1 , n >— P K u n a
a p l i c a c i ô n  i n y e c t i v a  d e  < 1 , n >  e n  K . S u p o n e m o s  q u e  K = R e n  e I  c a s o  
g e n e r a l  d e  q u e  a j € R " , p e r o  t a m b i é n  p u e d e  s e r  K = C s i a j € C V i 
€ N " ,  y c o n s  i d e r e m o s  e l  c o n j u n t o :
Cg = U E a ( a j ) a j  
a € A n  i € N *
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De e s t e  c o n j u n t o  c a b e  e s p e r a r  p r o p  i e d a d e s  f r a c t a I  e s . En e l  c a s o  dee 
q u e  l a  s e r i e  s e a  g e o m é t r  i c a , i m p o m e n d o  c o n d i c i o n e s  a r ,  e s t a r î a m o s s  
d e  n u e v o  f r e n t e  a u n  c o n j u n t o  a u t o s e m e j a n t e .
O t r o  e j e m p l o  d e  f r a c t a l  y a  c o n o c  i d o  d e  o b t e n c i ô n  p o r  u n  m é t o d œ  
s i m i l a r  a l o s  e x p u e s t o s ,  e s  e l  d e s c r i t o  p o r  R o g e r s  ( v e r  r e f  [ R I ] ) , ,  
a t r a v e s  d e  I a l g o r i t m o  d e  l a s  f r a c e  i o n e s  c o n t î n u a s .  Se t r a t a  d e  II
c o n j u n t o  d e  f r a c  i o n e s  c o n t î n u a s  [ a q , a ^ , a g ..................... ] .  q u e  p u e d e m
c o n s t r u i r s e  d e  f o r m a  q u e  V  i ,  a  j € ( 1 , 2  ) .  R o g e r s  p r u e b a  q u e  e s t e »  
c o n j u n t o  e s  u n  c o n j u n t o  d e  d i m e n s i ô n  H a u s d o r f f  c o m p r e n d  i d a  e n t r e ;  
1 / 3  y  2 / 3 .  S i  c o n v e n  i m o s  e n  q u e  p a r a  t o d a  a  E K g  V ( a )  l a  f r a c  —
c  i ô n  c o n t i n u a  [ a Q , a ^ , a g  J ,  e n t o n c e s  e l  c o n j u n t o  F es»
s i m p l e m e n t e  >| r ( f lg)  .
En  e l  a n e x o  d e  g r â f i c o s  a e s t e  c a p î t u l o ,  p r é s e n t â m e s  a l g u n o s »  
c o n j u n t o s  d e  a p a r i e n c i a  f r a c t a l  o b t e n  i d o s  m e d  i a n t e  l a  s  i gu  i e n t e ;  
d e f  i n  i c  i ô n
U
I C N '
n (2
i €  I
a i  )
S i e n d o  E a j u n a  s e r i e  a b s o I u t a m e n t e  c o n v e r g e n t e  d e  n u m é r o s  
c o m p l e j o s ,  y  s i e n d o  z u n  n u m é r o  c o m p l e j o  d e  m ô d u l o  u n i d a d  y  
a r g u m e n t e  r  a c  i o n a  l . T é n g a s e  e n  c u e n t a  q u e  a f i o r a  e l  p r o d u c t o :
n  ( z  
i € N »
a j )
C o n v e r g e  n o  a un  p u n t o ,  s i n o  a v a r i e s  p u n t o s  d e  I p i a n o  s i  z t i e n e  
a r g u m e n t e  r a c i o n a l ,  y a t o d o  u n  c T r c u l o  s i  e l  a r g u m e n t e  f u e r a  
i r r a c i o n a l  En n u e s t r o s  e j e m p l o s ,  h e m o s  u s a d o  p a r a  E a j l a  s e r i e  
g e o m é t r  i c a ,  y p a r a  z c o m p l e j o s  d e  a r g u m e n t e  r a c i o n a l .
C e r r a m o s  e s t a  m e m o n a  p I a n  t e a n d o  l a  s i g u i e n t e  p r e g u n t a ,  
c o n d u c e n  d e  f o r m a  n a t u r a l  l o s  a n t e r  i o r e s  e j e m p l o s :
a l a  q u e
S e a  u n a  a p l i c a c i ô n  V a n E , s i e n d o  E u n  e s p a c i o  m é t r i c o ,
l  b a j o  q u e  c o n d i c i o n e s  d e  V  p u e d e  e s p e r a r s e  q u e  V C S p)  t e n g a  p r o p  i e -  
d a d e s  f r a c t a I  e s  ? .  i  Como i n f l u y e n  l a s  p r o p  i e d a d e s  d e  V  e n  I as  d e  
Ÿ ( « n )  ?
N o t a T o d o s  l o s  e j e m p l o s  e x p u e s t o s  e n  e s t e  p u n t o  o b e d e c e n  a l
e s q u e m a  a n t e r i o r ,  a e x c e p c i ô n  d e  I u l t i m o ,  
c a c i ô n  V :   ► P ( E )
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S e r i e  G e o m é t r i c a
R a z ô n  . 6 6 , 0  ( â n g u l o  e n  g r a d o s  )
I
V
S e r ie  : Geom étr ica  
Razôn : . 66,5
1 4 2
S e r i e ;  G e o m é t r i c a  
R a z ô n : . 7  g g
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S e r i e :  G e o m é t r i c a  
R a z ô n :  .6830
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%S e r i e  : G e o m é t r i c a  




S e n e ;  G e o m é t r i c a  
R a z ô n :  . 6 O 3 Q
1 46
S e r i e :  G e o m é t r i c a  
R a z ô n :  . 6 6 4 0
1 47
S e r i e :  G e o m é t r ic a  
R a z é m : . 6 6 4 5
1 4 8
S e r i e ;  G e o m é t r i c a  





S e r i e :  G eom étr ica  
Razôn: .6 6  yQ
IS O
wti
S e r i e :  G e o m é t r i c a
R a z ô n : . 6 6 3 5
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S e r  i e : E z " + ' / ( n  + 1)
2  = . 6 6 3 0
S e r i e ;  E z " * ' / ( n * 1 ) 
z :  . 6 6 g o
1 5 3
F u n c l ô n  f ( x )  = ( 1  + x ) ^
a  = - 1 . 5
X :  . 6 6 3 0
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F u n c i ô n ;  f ( x )  = ( 1 + x)<^
a  3 - 1 . 5
X 3  . 6 6 q 5
1 55
F u n c  i on : f ( x ) ( 1  + X ) '
- 2
■ 6 6 3 0
F  u n e  I 6  n : f ( x )  = ( 1 + X)
- 5
• 6 6 3 0
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F u n c I  o n  : f ( x )  % I o g (1 ♦ x )
X  =  . 9 4 5
1 57
F u n c l ô n ;  f ( x ) = 1o g (1 ♦ x)
X = . 9 6 0
1 58
P r o d u c  t o  i n f  i n i  t o  
T é r m i n o  g e n e r a l :  (1
2 = . 7 1 5
1 5 9
P r o d u c t o  i n f i n i  t o .  
T é r m i n o  g e n e r a l :  (1 z " )
z = . 7 3 0
1 60
P r o d u c t o  i n f i n i  t o  
T é r m i n o  g e n e r a l :  (1 ♦ z " )
z  = • ^ 0 0
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« p r
P r o d u c t o  i n f i n i  t o  
T S r m m o  g e n e r a l :  ( l







P r o d u c t o  i n f i n i t e  
T é r m i n o  g e n e r a l :  ( u  ♦ z " )
u 3 1 30  
z = . 7 3 0
1 6 3
P r o d u c t o  i n f  i n  I t o
T e r m  I n o  g e n e r a l :  ( u  ♦ z ^ )
u = 1 3 0
z = . 7 9 0
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\P r o d u c t o  i n f i n i  t o  
T é r m i n o  g e n e r a l :  (u  ♦ z " )
u = 130  
z  = . 7q
1 6 5
' • I , .  ' .
P r o d u c t o  i n f m i t o  
T é r m i n o  g e n e r a l  ( u  ♦ z " )  
u :  1 3 0
Z  = . 7 10
1 66
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